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-- Interpretações do Tempo Interpretações do Tempo --

A noção de tempo pode ser representada de diversas maneiras A noção de tempo pode ser representada de diversas maneiras 
nos sistemas computacionais.nos sistemas computacionais.

�� Tempo LógicoTempo Lógico é definido a partir de relações de precedência entre é definido a partir de relações de precedência entre 
eventos permitindo estabelecer ordens causais entre conjunto de eventos permitindo estabelecer ordens causais entre conjunto de 
eventos.eventos.

�� Tempo FísicoTempo Físico é um tempo métrico que permite representar é um tempo métrico que permite representar 
quantitativamente a distância entre eventos e estabelecer ordens quantitativamente a distância entre eventos e estabelecer ordens 
totais entre eventos.totais entre eventos.

�� Tempo Contínuo Tempo Contínuo segue a natureza uniforme e contínua do tempo físico segue a natureza uniforme e contínua do tempo físico 
e é isomorfo ao conjunto dos reais.e é isomorfo ao conjunto dos reais.

�� Tempo Discreto Tempo Discreto é uma simplificação do tempo contínuo onde a relação é uma simplificação do tempo contínuo onde a relação 
de isomorfismo é com o conjunto dos naturais.de isomorfismo é com o conjunto dos naturais.

�� Tempo Global Tempo Global fornece uma única referência temporal para todos os fornece uma única referência temporal para todos os 
componentes do sistema.componentes do sistema.

�� Tempo Local Tempo Local é a noção em que cada componente do sistema tem sua é a noção em que cada componente do sistema tem sua 
própria referência temporal.própria referência temporal.

Classificação da Técnicas de Classificação da Técnicas de 
Avaliação de DesempenhoAvaliação de Desempenho

Avaliação de DesempenhoAvaliação de Desempenho

MeasurementsMeasurements ModelagemModelagem

MediçãoMedição PrototipaçãoPrototipação BenchmarksBenchmarks
AnáliseAnálise ProbabilísticaProbabilística AnáliseAnálise DeterminísticaDeterminística

SimulaçãoSimulação

Modelos Temporizados Modelos Temporizados 

�� Com todos estes pontos de vistas, diversos modelos têm Com todos estes pontos de vistas, diversos modelos têm 
sido propostos na literatura para tratar (modelar e analisar) sido propostos na literatura para tratar (modelar e analisar) 
os sistemas sob o ponto de vista temporal. Dentre os os sistemas sob o ponto de vista temporal. Dentre os 
modelos temporais, podemos ressaltar:modelos temporais, podemos ressaltar:

�� Lógicas Temporais:Lógicas Temporais: LLinear Time inear Time TTemporal emporal LLogicogic, C, Causal ausal TTemporal emporal 
LLogicogic

�� Álgebras de Processos Temporais :Álgebras de Processos Temporais : Timed CSPTimed CSP
�� Autômatos TemporizadosAutômatos Temporizados
�� Cadeias de MarkovCadeias de Markov
�� Redes de FilaRedes de Fila
�� Redes de Petri Temporizadas:Redes de Petri Temporizadas: Timed PN, Time PN, SPN, GSPN, Timed PN, Time PN, SPN, GSPN, 

DSPNDSPN

Modelos TemporizadosModelos Temporizados
�� Algumas destas classes de modelos temporizados Algumas destas classes de modelos temporizados 

possibilitam a análise temporal dos sistemas seja sob o possibilitam a análise temporal dos sistemas seja sob o 
ponto de vista determinístico ou sob o ponto de vista ponto de vista determinístico ou sob o ponto de vista 
probabilístico. Para modelagem e avaliação de sistemas probabilístico. Para modelagem e avaliação de sistemas 
críticos, são de particular interesse os modelos que críticos, são de particular interesse os modelos que 
possibilitem a representação de tempos físicos e não possibilitem a representação de tempos físicos e não 
apenas o tempo lógico. apenas o tempo lógico. 

�� Os modelos que possibilitam a especificação do tempo Os modelos que possibilitam a especificação do tempo 
físico, podem representar os tempo de foras distintas, por físico, podem representar os tempo de foras distintas, por 
exemplo:exemplo:

–– por por IntervalosIntervalos
–– de formade forma DeterminísticaDeterminística
–– de formade forma ProbabilísticaProbabilística

Modelagem para Análise de Modelagem para Análise de 
DesemDesemppenhoenho

�� Algumas MedidasAlgumas Medidas

–– Tempo de ManufaturaTempo de Manufatura
–– ThroughputThroughput
–– UtilizaçãoUtilização
–– CapacidadeCapacidade
–– ConfiabilidadeConfiabilidade

Análise de DesempenhoAnálise de Desempenho
� Analíticos

– Determinísticos
�Melhor e pior casos

– Probabilisticos
� Valores prováveis

� Simulação
� Análise exaustiva

� Implementação real
– Medidas obtidas do sistema real
– Benchmarks
– Protótipos
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Redes de PetriRedes de Petri
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Redes TemporizadasRedes Temporizadas

�� Ramchandani, 1973 Ramchandani, 1973 -- Transition Timed NetTransition Timed Net
�� Merlin, 1976 Merlin, 1976 -- Transition Time NetTransition Time Net
�� Sifakis, 1977 Sifakis, 1977 -- Place Timed NetPlace Timed Net

Redes Temporizadas Redes Temporizadas 
EstocásticasEstocásticas

⌫⌫Natkin Natkin --19801980
⌫⌫Molloy Molloy -- 19811981
⌫⌫Marsan et al. Marsan et al. -- 19841984

É uma rede temporizada onde o É uma rede temporizada onde o delaydelay
associado à transição é uma variável aleatória associado à transição é uma variável aleatória 
de distribuição exponencialde distribuição exponencial

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
�� Redes de Petri com Lugares Temporizados (PTPN)Redes de Petri com Lugares Temporizados (PTPN)
(Sifakis77)(Sifakis77)

�� Definição: PTPN=(P,T,F,K,W,MDefinição: PTPN=(P,T,F,K,W,M00,,ΓΓ,,υυ), onde ), onde 
P é o conjunto de lugares,P é o conjunto de lugares,
T o conjunto de transições, T o conjunto de transições, 
F F ⊆⊆ (P (P ×× T) T) ∪∪ (T (T ×× P) uma relação que representa os arcosP) uma relação que representa os arcos
WW –– Valoração (peso dos arcos) Valoração (peso dos arcos) -- W: F W: F →→ NN
MM00-- Marcação inicial Marcação inicial -- MM00:P :P →→ NN
ΓΓ={={γγ11, , γγ22,…, ,…, γγii,…} números reais denominada base de tempo.,…} números reais denominada base de tempo.
υυ:P :P →→ ΓΓ um mapeamato que um mapeamato que υυ(p) = (p) = γγjj
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Redes TemporizadasRedes Temporizadas
-- PTPN PTPN --
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�� Regra de DisparoRegra de Disparo

υυ(p0) = 3(p0) = 3

p1
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Redes TemporizadasRedes Temporizadas
-- PTPN PTPN --
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Redes TemporizadasRedes Temporizadas
-- PTPN PTPN --
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�� Regra de DisparoRegra de Disparo
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Redes TemporizadasRedes Temporizadas
-- PTPN PTPN --
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t0           p0               t1

�� Regra de DisparoRegra de Disparo

Instante=2
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Redes TemporizadasRedes Temporizadas
-- PTPN PTPN --
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t0           p0               t1

�� Regra de DisparoRegra de Disparo

Instante=3

p1

2

υυ(p0) = 3(p0) = 3

Redes de Petri TemporizadasRedes de Petri Temporizadas
-- Tempo Associado às TransiçõesTempo Associado às Transições --

�� Conceitos Básicos:Conceitos Básicos:
–– Duração (disparo em três fases)Duração (disparo em três fases)

�� Marcas são consumidas dos lugares de entradaMarcas são consumidas dos lugares de entrada
�� Há uma duraçãoHá uma duração
�� Marcas são geradas no lugares de saídaMarcas são geradas no lugares de saída

–– Disparo atômicoDisparo atômico
�� As marca permanecem nos lugares de entrada As marca permanecem nos lugares de entrada 
pelo período igual ao pelo período igual ao delaydelay associada à associada à 
transição. Após o transição. Após o delaydelay as marcas são as marcas são 
consumidas e geradas nos lugares de saída consumidas e geradas nos lugares de saída 
imediatamente.imediatamente.
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Redes de Petri TemporizadasRedes de Petri Temporizadas
-- Tempo Associado às TransiçõesTempo Associado às Transições --

�� Conceitos Básicos:Conceitos Básicos:
–– Duração (disparo em três fases)Duração (disparo em três fases)

�� Pode ser representada por uma rede com Pode ser representada por uma rede com 
disparo atômicodisparo atômico

�� Modelo mais compactoModelo mais compacto
�� O estado é uma informação mais complexa do O estado é uma informação mais complexa do 
que o modelo nãoque o modelo não--temporizadotemporizado

–– Disparo atômicoDisparo atômico
�� Pode representar o modelo com duraçãoPode representar o modelo com duração
�� O conjunto de marcações alcançáveis é um O conjunto de marcações alcançáveis é um 
subsub--conjunto das marcações do modelo nãoconjunto das marcações do modelo não--
temporizado.temporizado.

Redes de Petri TemporizadasRedes de Petri Temporizadas
-- Tempo Associado às TransiçõesTempo Associado às Transições --

�� Conceitos Básicos:Conceitos Básicos:

––Regras de Seleção:Regras de Seleção:
�� PréPré--seleção:seleção: (duração e (duração e delaydelay))

–– PrioridadePrioridade
–– ProbabilidadeProbabilidade

�� Race Race (corrida):(corrida): ((delaydelay))
–– Transições habilitadas com menor Transições habilitadas com menor delaydelay são são 
disparadasdisparadas

Redes de Petri TemporizadasRedes de Petri Temporizadas
-- Tempo Associado às TransiçõesTempo Associado às Transições --

�� Conceitos Básicos:Conceitos Básicos:
––Quando uma das transições Quando uma das transições 
conflitantes é desabilitada pelo conflitantes é desabilitada pelo 
disparo da outra, o que acontece com disparo da outra, o que acontece com 
o o timertimer da que ficou desabilitada da que ficou desabilitada 
quando a mesma tornarquando a mesma tornar--se habilitada se habilitada 
outra vez?outra vez?

Redes de Petri TemporizadasRedes de Petri Temporizadas
-- Tempo Associado às TransiçõesTempo Associado às Transições --

�� Como fica a memorização Como fica a memorização 
do tempo de habilitação do tempo de habilitação 
anterior?anterior?

�� ContinueContinue
–– O O timertimer associado à associado à 
transição mantem o valor transição mantem o valor 
atual e quando a transição atual e quando a transição 
se tornar novamente se tornar novamente 
habilitada o valor do habilitada o valor do timertimer
iniciará daquele valor.iniciará daquele valor.

� Restart
– Quando a transição for 
novamente habilitada o timer 
será re-iniciado.

ta tb

p0

p1         p2
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Redes de Petri TemporizadasRedes de Petri Temporizadas
-- Tempo Associado às TransiçõesTempo Associado às Transições --

�� Conceitos Básicos:Conceitos Básicos:
––O que acontece com o O que acontece com o timertimer das das 
transições habilitadas após o disparo transições habilitadas após o disparo 
de uma transição? de uma transição? 

�� Todas as transições. Não somente as Todas as transições. Não somente as 
transições conflitantes.transições conflitantes.

•Algumas políticas de memória podem ser construídas

Redes de Petri TemporizadasRedes de Petri Temporizadas
-- Tempo Associado às TransiçõesTempo Associado às Transições --

�� Conceitos Básicos:Conceitos Básicos:

–– ResamplingResampling
�� Após cada disparo os Após cada disparo os timers timers de de TODASTODAS
as transições são reas transições são re--iniciadoiniciado ((restartrestart))

��Não há memóriaNão há memória
�� Após descartar todos os Após descartar todos os timerstimers, os , os 
valores iniciais são associados a todas as valores iniciais são associados a todas as 
transições que se tornarem habilitadas transições que se tornarem habilitadas 
na nova marcaçãona nova marcação..
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Redes de Petri TemporizadasRedes de Petri Temporizadas
-- Tempo Associado às TransiçõesTempo Associado às Transições --

�� Conceitos Básicos:Conceitos Básicos:

–– Enabling MemoryEnabling Memory
�� Após cada disparo os Após cada disparo os timers timers das das 
transições que ficaram desabilitadastransições que ficaram desabilitadas são são 
rere--iniciados (iniciados (restartrestart))

�� As As transições que permaneceram transições que permaneceram 
habilitadashabilitadas com o disparo matêem seus com o disparo matêem seus 
valores presentes(valores presentes(continuecontinue))

Redes de Petri TemporizadasRedes de Petri Temporizadas
-- Tempo Associado às TransiçõesTempo Associado às Transições --

�� Conceitos Básicos:Conceitos Básicos:

–– Age MemoryAge Memory
�� Após cada disparo os Após cada disparo os timerstimers de de 
todas todas as transições são mantidos em as transições são mantidos em 
seus valores presentes (seus valores presentes (continuecontinue))

Redes de Petri TemporizadasRedes de Petri Temporizadas
-- Tempo Associado às TransiçõesTempo Associado às Transições --

�� Conceitos Básicos:Conceitos Básicos:
–– Grau de Habilitação Grau de Habilitação 
((Enabling Degree)Enabling Degree)
�� É o número de vezes que É o número de vezes que 
uma determinada transição uma determinada transição 
pode ser disparada, numa pode ser disparada, numa 
determinada marcação, determinada marcação, 
antes de se torna antes de se torna 
desabilitada.desabilitada.

�� Quando o grau de Quando o grau de 
habilitação é habilitação é maior que maior que 
umum, atenção especial à , atenção especial à 
semântica de temporização semântica de temporização 
deve ser considerada.deve ser considerada.

ta

p0

p1

p1  

d

Redes de Petri TemporizadasRedes de Petri Temporizadas
-- Tempo Associado às TransiçõesTempo Associado às Transições --

�� Conceitos Básicos:Conceitos Básicos:
–– Semântica de TemporizaçãoSemântica de Temporização

�� SingleSingle--serverserver firing semanticsfiring semantics

�� InfiniteInfinite--serverserver firing semanticsfiring semantics

��MultipleMultiple--serverserver firing semanticsfiring semantics
–– K é o máximo grau de paralelismo. Quando K é o máximo grau de paralelismo. Quando 
kk→∞→∞ , Multiple, Multiple--server firing semantics server firing semantics é é 
igual a igual a infiniteinfinite--server firing semantics.server firing semantics.

Redes de Petri TemporizadasRedes de Petri Temporizadas
-- Tempo Associado às TransiçõesTempo Associado às Transições --

�� Conceitos Básicos:Conceitos Básicos:
–– SingleSingle--serverserver firing firing 
semanticssemantics

ta

p0

p1

d=3
t=3 t=6 t=9 t

Redes de Petri TemporizadasRedes de Petri Temporizadas
-- Tempo Associado às TransiçõesTempo Associado às Transições --

�� Conceitos Básicos:Conceitos Básicos:
–– InfiniteInfinite--serverserver firing firing 
semanticssemantics

ta

p0

p1

d=3
t=3 t
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Redes de Petri TemporizadasRedes de Petri Temporizadas
-- Tempo Associado às TransiçõesTempo Associado às Transições --

�� Conceitos Básicos:Conceitos Básicos:
–– MultipleMultiple--serverserver firing firing 
semantics semantics k=2k=2

ta

p0

p1

d=3
tt=3 t=6

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Time Petri Nets Time Petri Nets (Merlin(Merlin7676))
�� Definição: TPN=(P,T,F, W,MDefinição: TPN=(P,T,F, W,M00,,I), onde I), onde 
P é o conjunto de lugares,P é o conjunto de lugares,
T o conjunto de transições, T o conjunto de transições, 
F F ⊆⊆ (P (P ×× T) T) ∪∪ (T (T ×× P) uma relação que representa os P) uma relação que representa os 
arcosarcos

WW –– Valoração (peso dos arcos) Valoração (peso dos arcos) -- W: F W: F →→ ℵℵ

MM00-- Marcação inicial Marcação inicial -- MM00::ℵℵPP

I:T I:T →→ (D(Dmin min , D, Dmaxmax))
DDminmin: : ((ℜℜ+ + ∪∪ {{00})})TT , D, Dmaxmax:(:(ℜℜ+ + ∪∪ {{00})})TT, onde I(t, onde I(tii)=(d)=(diiminmin, , 
ddiimaxmax), d), diimaxmax≥≥ ddiiminmin

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

•• ResamplingResampling (Merlin76)/(Merlin76)/Enabling MemoryEnabling Memory(Starke87)(Starke87)
DefiniçãoDefinição-- ConjuntoConjunto de de TransiçõesTransições HabilitadasHabilitadas--: : 
TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00,,I), I), ondeonde ET(MET(Mii))={t ={t ∈∈T | MT | Mii ≥≥
W(W(ppjj,t,t),  ),  ∀∀ppjj ∈∈ P}P}

�� DefiniçãoDefinição -- Timer Timer ClockClock --:: TC: T TC: T →→ ℵℵ é uma função é uma função 
parcial que associa às transições uma variável de parcial que associa às transições uma variável de 
tempo (tempo (timer timer clockclock).).

OUOU
�� DefiniçãoDefinição -- Timer Timer ClockClock --:: TC: TC: ET(MET(Mii)) →→ ℵℵ é uma é uma 
função que associa às transições habilitadas em  uma função que associa às transições habilitadas em  uma 
marcação Mmarcação Mi i uma variável de tempo (uma variável de tempo (timer timer clockclock))..

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Time Petri Nets Time Petri Nets 
�� DefiniçãoDefinição-- Intervalo Dinâmico de Disparo Intervalo Dinâmico de Disparo --: : 
Seja uma TPN=(P,T,F, W,MSeja uma TPN=(P,T,F, W,M00,,I).I).
IIDD: T : T →→ ((DLB, DUB) DLB, DUB) 

�� DLB: (DLB: (ℜℜ+ + ∪∪ {0}){0})TT,  DUB: ,  DUB: ((ℜℜ+ + ∪∪ {0}){0})TT

�� Geração do IGeração do IDD(t)(t)
IIDD(t)(t) = (max{0, = (max{0, DDminmin--TC(t)}, DTC(t)}, Dmaxmax--TC(t))TC(t))

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Time Petri Nets Time Petri Nets 
�� DefiniçãoDefinição-- Conjunto de Estados_:Seja uma Conjunto de Estados_:Seja uma 
TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00,,I). S I). S ⊆⊆ M M ×ℵ×ℵ|ET(Mi)||ET(Mi)| define o espaço define o espaço 
de estados de uma TPN, onde s = (M,ET(M),TC).  s de estados de uma TPN, onde s = (M,ET(M),TC).  s ∈∈
S.S.

�� DefiniçãoDefinição-- Conjunto de Transições Disparáveis Conjunto de Transições Disparáveis --: : Seja Seja 
um estado s’ um estado s’ ∈∈ S.  O Conjunto de transições S.  O Conjunto de transições 
disparáveis em s’ é definido por:disparáveis em s’ é definido por:

FT(s’)={t | t FT(s’)={t | t ∈∈ ET(M’) ET(M’) ∧∧ DLB(t) DLB(t) ≤≤ min{DUB(tmin{DUB(tkk), ), ∀∀ttkk ∈∈
ET(M)} } ET(M)} } –– Transições que serão eleitas para disparo Transições que serão eleitas para disparo 
quando as restrições temporais forem satisfeitas.quando as restrições temporais forem satisfeitas.

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Time Petri Nets Time Petri Nets 
�� DefiniçãoDefinição-- Conjunto de Transições Disparáveis Conjunto de Transições Disparáveis --
: : Seja um estado s’ Seja um estado s’ ∈∈ S.  O Conjunto de S.  O Conjunto de 
transições disparáveis em s’ é definido por:transições disparáveis em s’ é definido por:

FT(s’)={t | t FT(s’)={t | t ∈∈ ET(M’) ET(M’) ∧∧ DLB(t) DLB(t) ≤≤ min{DUB(tmin{DUB(tkk), ), 
∀∀ttkk ∈∈ ET(M)} }. ET(M)} }. 

�� DefiniçãoDefinição-- Domínio de Disparo: Domínio de Disparo: 
FDFDss(t)=[DLB(t), min{DUB((t)=[DLB(t), min{DUB(ttkk), ), ∀∀ttkk ∈∈ ET(M)}] ET(M)}] 
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Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Time Petri Nets Time Petri Nets 

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Time Petri Nets Time Petri Nets 

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Time Petri Nets Time Petri Nets 

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Time Petri Nets Time Petri Nets 

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Time Petri NetsTime Petri Nets
Tc(tTc(t00) = Tc(t) = Tc(t11) = Tc(t) = Tc(t22) = 1) = 1
DLB(tDLB(t00) = 1, DUB(t) = 1, DUB(t00) = 3) = 3
DLB(tDLB(t11) = 1, DUB(t) = 1, DUB(t11) = 5) = 5
DLB(tDLB(t22) = 2, DUB(t) = 2, DUB(t22) = 4) = 4
FT(s’)={t | t FT(s’)={t | t ∈∈ ET(M’) ET(M’) ∧∧
DLB(t) DLB(t) ≤≤ min{DUB(tmin{DUB(tkk), ), 
∀∀ttkk ∈∈ ET(M)} }.ET(M)} }.

FT(sFT(s00)={)={tt00,t,t11,t,t22}}

I(t)=(2,4)

I(t)=(3,5)

I(t)=(2,6)

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� ID(t)=(max{0,2ID(t)=(max{0,2--0},40},4--0)=(2,4)0)=(2,4) ττ=0=0
�� ID(t)=(max{0,2ID(t)=(max{0,2--1},41},4--1)=(1,3)1)=(1,3) ττ=1=1
�� ID(t)=(max{0,2ID(t)=(max{0,2--2},42},4--2)=(0,2)2)=(0,2) ττ=2, =2, disparáveldisparável

�� ID(t)=(max{0,2ID(t)=(max{0,2--3},43},4--3)=(0,1)3)=(0,1) ττ=3, =3, disparáveldisparável

�� ID(t)=(max{0,2ID(t)=(max{0,2--4},44},4--4)=(0,0)4)=(0,0) ττ=4, =4, disparáveldisparável

I(t)=(2,4)
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Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas
Semântica de Disparo de TransiçãoSemântica de Disparo de Transição
�� Uma transição Uma transição ttjj é é disparáveldisparável se estiver habilitadase estiver habilitada

–– Regras de habilitaçãoRegras de habilitação
M[M[ttjj > ,          M(pi) > ,          M(pi) >=Ι(>=Ι(pi, pi, ttjj))

∀∀ pi pi ∈∈PP
durantedurante o intervalo I(to intervalo I(tjj)=(d)=(djjminmin, d, djjmaxmax), ), 
Ou seja,Ou seja, ttj j só será disparável só será disparável se tc(tse tc(tjj) ) ≥≥ ddjjminmin
�� e terá e terá que disparar que disparar atéaté tc(ttc(tjj) ) ≥≥ ddjjmaxmax ((strong semanticsstrong semantics) ) 
ouou
�� e poderá e poderá disparar disparar atéaté tc(ttc(tjj) ) ≥≥ ddjjmaxmax ((weak semanticsweak semantics) ) 
�� Resampling Resampling (Merlin76)/(Merlin76)/Enabling MemoryEnabling Memory(Starke87)(Starke87)
�� Regras de disparoRegras de disparo

Se M[Se M[ttjj >M’>M’
M’(pi)=M0(pi) M’(pi)=M0(pi) -- I(pi, I(pi, ttjj)+O(pi, )+O(pi, ttjj),  ),  ∀∀ pi pi ∈∈PP

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0     t0       p1      t1      p2

[3,5]           [1,3]

M0

tc(t0)=1

tc(t1)= indefinido

[2,4]

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0     t0       p1      t1      p2

[3,5]           [1,3]

M0

tc(t0)=2

tc(t1)= indefinido

[1,3]

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0     t0       p1      t1      p2

[3,5]           [1,3]

M0

tc(t0)=3

tc(t1)= indefinido

t0  pode disparar

[0,2]

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0     t0       p1      t1      p2

[3,5]           [1,3]

M0

tc(t0)=4

tc(t1)= indefinido

[0,1]

t0  pode disparar

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0     t0       p1      t1      p2

[3,5]           [2,4]

M0

tc(t0)= indefinido

tc(t1)=0 

M1
t0

[2,4]
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Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0     t0       p1      t1      p2

[3,5]           [2,4]

M0

tc(t0)= indefinido

tc(t1)=1 

M1
t0

[1,3]

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0     t0       p1      t1      p2

[3,5]           [2,4]

M0

tc(t0)= indefinido

tc(t1)=2 

M1
t0

t1  pode disparar

M2
t1

[0,2]

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0     t0       p1      t1      p2

[3,5]           [2,4]

M0

tc(t0)= indefinido

tc(t1)= indefinido

M1
t0

M2
t1

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p1

t1
t2

p2 p3

[2,3]

[2,3] [2,4]

M0 tc(t0)= 1

tc(t1)= indefinido

tc(t2)= indefinido

[1,2]

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p1

t1
t2

p2 p3

[2,3]

[2,3] [2,4]

M0 tc(t0)= 2

tc(t1)= indefinido

tc(t2)= indefinido

[0,1]

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p1

t1
t2

p2 p3

[2,3]

[2,3] [2,4]

M0 tc(t0)= indefinido

tc(t1)= 1

tc(t2)= 1

M1

t0

[2,3] [2,3]
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Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p1

t1
t2

p2 p3

[2,3]

[2,3] [2,4]

M0 tc(t0)= indefinido

tc(t1)= 0

tc(t2)= 0

M1

t0

[2,3] [2,4]

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p1

t1
t2

p2 p3

[2,3]

[2,3] [2,4]

M0 tc(t0)= indefinido

tc(t1)= 1

tc(t2)= 1

M1

t0

[1,2] [1,3]

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p1

t1
t2

p2 p3

[2,3]

[2,3] [2,4]

M0 tc(t0)= indefinido

tc(t1)= 2

tc(t2)= 2

M1

t0

[0,1] [0,2]

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p1

t1
t2

p2 p3

[2,3]

[2,3] [2,4]

M0 tc(t0)= indefinido

tc(t1)= indefinido

tc(t2)= indefinido

M1

t0

M2

t1

t1 tem que disparar (strong semantics)

t1 pode disparar até este momento (weak semantics)

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p1

t1
t2

p2 p3

[2,3]

[2,3] [2,4]

M0 tc(t0)= 1

tc(t1)= indefinido

tc(t2)= indefinido

[1,2]

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p1

t1
t2

p2 p3

[2,3]

[2,3] [2,4]

M0 tc(t0)= 2

tc(t1)= indefinido

tc(t2)= indefinido

[0,1]
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Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p1

t1
t2

p2 p3

[2,3]

[2,3] [2,4]

M0 tc(t0)= 0

tc(t1)= 0

tc(t2)= 0

M1

t0

[2,3]

[2,3] [2,4]

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p1

t1
t2

p2 p3

[2,3]

[2,3] [2,4]

M0 tc(t0)= 1

tc(t1)= 1

tc(t2)= 1

M1

t0

[1,2]

[1,2] [1,3]

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p1

t1
t2

p2 p3

[2,3]

[2,3] [2,4]

M0 tc(t0)= 2

tc(t1)= 2

tc(t2)= 2

M1

t0

[0,1]

[0,1] [0,2]

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p1

t1
t2

p2 p3

[2,3]

[2,3] [2,4]

M0 tc(t0)= 3

tc(t1)= indefinido

tc(t2)= indefinido

M1

t0

M2

t1

[0,0]

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p1

t1
t2

p2 p3

[2,3]

[2,3] [2,4]

M0

M1

t0

M2

t1

M3

t2

tc(t0)= 3

tc(t1)= indefinido

tc(t2)= indefinido

[0,0]

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p1

t1
t2

p2 p3

[2,3]

[2,3] [2,4]

M0

M1

t0

M2

t1

M3 M4

t2
t0

tc(t0)= indefinido

tc(t1)= 3

tc(t2)= 3

[0,0] [0,1]
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Grafo de AlcançabilidadeGrafo de Alcançabilidade
-- Untimed Model Untimed Model --

�� Definição:Grafo de AlcançabilidadeDefinição:Grafo de Alcançabilidade-- seja uma seja uma 
rede marcada rede marcada N=(R,MN=(R,M00)). . RG(R, MRG(R, M00)=(RS,ARCS))=(RS,ARCS)
define o grafo de alcançabilidade (define o grafo de alcançabilidade (Reachability Reachability 
GraphGraph), onde ), onde RSRS é o conjunto de vértice e é o conjunto de vértice e 
representa o conjunto de alcançabilidade. representa o conjunto de alcançabilidade. ARCS ARCS ⊆⊆
RS RS ×× T T ×× RSRS é uma relação representando os arcos.é uma relação representando os arcos.

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Definição:Definição: Grafo de Alcançabilidade TemporizadoGrafo de Alcançabilidade Temporizado-- seja seja 
uma rede marcada uma rede marcada TN=(R,MTN=(R,M00,I),I). . 
TRG(TN)=(S,TRG(TN)=(S,∑∑,,ARCS,sARCS,s00)) define o grafo de define o grafo de 
alcançabilidade temporal (alcançabilidade temporal (Time Time ReachabilityReachability GraphGraph), ), 
onde onde SS é o conjunto de vértice e representa o conjunto é o conjunto de vértice e representa o conjunto 
de alcançabilidade. de alcançabilidade. ARCS ARCS ⊆⊆ S S ×× ∑∑ ×× SS é uma relação é uma relação 
representando os arcos. representando os arcos. s = (M,ET(M),TC) (s s = (M,ET(M),TC) (s ∈∈ S)S), , 
onde onde M: M: ℵℵ|P||P| e e TC: TC: ET(M)ET(M) →→ ℵℵ é uma função parcial é uma função parcial 
que associa às transições um que associa às transições um timer timer clockclock, , que que 
representa o tempo passado (desde a sua habilitação) representa o tempo passado (desde a sua habilitação) 
até atingiraté atingir--se se M. M. ∑∑ ⊆⊆ T T ×× ℵℵ, onde , onde (t,(t,θθ) ) ∈∈ ∑∑ é um par é um par 
ordenado representando o disparo de uma transição ordenado representando o disparo de uma transição tt
no instante no instante θθ. . ss00= = = (M= (M00,ET(M,ET(M00),TC), TC(t) = 0, ),TC), TC(t) = 0, ∀∀t t ∈∈
ET(MET(M00).).

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Uma transição de estado Uma transição de estado (s(sii,(t, ,(t, θθ),s),sjj) ) ∈∈ ARCS ARCS 
representa a alcançabilidade do estadorepresenta a alcançabilidade do estado ssjj,, a a 
partir departir de ssii,, pelo disparo depelo disparo de t t no instanteno instante θθ. . 
ssj j =(M=(Mjj,ET(M,ET(Mjj),TC),TCjj).).
––MMjj= M= Mjj--W(p,t) + W(p,t), W(p,t) + W(p,t), ∀∀p p ∈∈ PP

0,0, sese ttkk=t=t
––TCj(tTCj(tkk)=  0,)=  0, sese ttkk ∈∈ ET(MET(Mjj) ) –– ET(MET(Mii))

TcTcii(t(tkk) + ) + θθ caso contráriocaso contrário

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Time Petri Nets:Time Petri Nets: ss00=(M=(M00,ET,ET00(M(M00),Tc),Tc00))
Tc(tTc(t00) = Tc(t) = Tc(t11) = Tc(t) = Tc(t22) = 0) = 0
DLB(tDLB(t00) = 2, DUB(t) = 2, DUB(t00) = 4) = 4
DLB(tDLB(t11) = 2, DUB(t) = 2, DUB(t11) = 6) = 6
DLB(tDLB(t22) = 3, DUB(t) = 3, DUB(t22) = 5) = 5
FT(s’)={t | t FT(s’)={t | t ∈∈ ET(M’) ET(M’) ∧∧
DLB(t) DLB(t) ≤≤ min{DUB(tmin{DUB(tkk), ), 
∀∀ttkk ∈∈ ET(M)} }.ET(M)} }.
FT(sFT(s00)={)={tt00,t,t11,t,t22}}
FDFDss(t)=[DLB(t), min{DUB((t)=[DLB(t), min{DUB(ttkk), ), ∀∀ttkk ∈∈ ET(M)}] ET(M)}] 

I(t)=(2,4)

I(t)=(3,5)

I(t)=(2,6)

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Time Petri Nets: Time Petri Nets: ss00=(M=(M00,ET,ET00(M(M00),Tc),Tc00))
Tc(tTc(t00) = Tc(t) = Tc(t11) = Tc(t) = Tc(t22) = 0) = 0
DLB(tDLB(t00) = 2, DUB(t) = 2, DUB(t00) = 4) = 4
DLB(tDLB(t11) = 2, DUB(t) = 2, DUB(t11) = 6) = 6
DLB(tDLB(t22) = 3, DUB(t) = 3, DUB(t22) = 5) = 5
FT(sFT(s00)={)={tt00,t,t11,t,t22}}
FDFDss(t(t00)=[2,)=[2,4]4]
FDFDss(t(t11)=[2,)=[2,4]4]
FDFDss(t2)=[3,(t2)=[3,4]4]

I(t)=(2,4)

I(t)=(3,5)

I(t)=(2,6)

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Time Petri Nets Time Petri Nets 
�� Definição:Definição: Grafo de Alcançabilidade Grafo de Alcançabilidade 
TemporizadoTemporizado-- seja uma rede marcada seja uma rede marcada 
TTN=(R,MN=(R,M00,I),I). . TRG(TN)=(S,ARCS)TRG(TN)=(S,ARCS) define o grafo de define o grafo de 
alcançabilidade temporal (alcançabilidade temporal (Time Reachability GraphTime Reachability Graph), ), 
onde onde SS é o conjunto de vértice e representa o é o conjunto de vértice e representa o 
conjunto de alcançabilidade. conjunto de alcançabilidade. ARCS ARCS ⊆⊆ S S ×× SS é uma é uma 
relação representando os arcos. relação representando os arcos. S = (M,TC)S = (M,TC), onde , onde M: M: 
ℵℵPP e e TC: T TC: T →→ ℵℵ é uma função parcial que associa as é uma função parcial que associa as 
transições um transições um timer clock, timer clock, que representa o tempo que representa o tempo 
passado (desde a sua habilitação) até atingirpassado (desde a sua habilitação) até atingir--se se M.M.

�� S S ⊆⊆ RSRS
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Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Timed Petri Nets Timed Petri Nets (Ramchandani74)(Ramchandani74)
�� Definição: Definição: TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00, , D)D), onde , onde 
PP é o conjunto de lugares,é o conjunto de lugares,
TT o conjunto de transições, o conjunto de transições, 
F F ⊆⊆ (P (P ×× T) T) ∪∪ (T (T ×× P)P) uma relação que representa os uma relação que representa os 
arcosarcos

WW –– Valoração (peso dos arcos) Valoração (peso dos arcos) -- W: F W: F →→ ℵℵ

MM00-- Marcação inicial Marcação inicial -- MM00: P : P →→ ℵℵ

D: T D: T →→ ℜℜ+ + ∪∪ {0}{0} –– Duração.Duração.

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Timed Petri Nets Timed Petri Nets (Zuberek(Zuberek8787))
�� Definição: Definição: TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00,c,,c,D)D), onde , onde 

D: T D: T →→ ℜℜ+ + ∪∪ {{00}}
c:T c:T →→ 00≤ℜ≤≤ℜ≤11 função de probabilidade de escolha, tal função de probabilidade de escolha, tal 
que:que:

∑∑∀∀tt∈Τ∈Τii c(t) = c(t) = 11, , ∀∀TTii∈∈Free(T)Free(T), onde , onde Free(T)={TFree(T)={T11,..., T,..., Tnn}}
conjunto de conjuntos de transições conjunto de conjuntos de transições freefree--choice.choice.

TTii={t={tjj | | ∃∃ p p ∈∈ P : p P : p ∈∈ ••ttjj, , ∀∀ ttjj ∈∈ TTii}}

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00,,c,c,D),D),
p0

p1

p2

p3

p4

p5

p6

t0

t1

t2

t3

t4

t5

d0

d1

d2

d3

d4

d5

c0 c3

c1 c4

c2

c5

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Timed Petri Nets Timed Petri Nets 

�� Definição: Definição: Estado Estado -- Seja Seja TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00,c,,c,D)D)
uma uma Timed Petri netTimed Petri net. Um estado é definido por . Um estado é definido por 
uma tupla uma tupla s=(ms=(m11,m,m22,r),r), onde , onde 
MM11: P : P →→ ℵℵ é a marcaçãoé a marcação
MM22: T : T →→ ℵℵ é uma função que mapeia cada é uma função que mapeia cada 
transição em natural, onde este natural transição em natural, onde este natural 
representa o número de vezes que aquela representa o número de vezes que aquela 
transição está sendo disparada naquele estado transição está sendo disparada naquele estado 
ss.. s s ∈∈ S S (conjunto de estado).(conjunto de estado).

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Timed Petri Nets Timed Petri Nets 
�� Definição: Definição: Passo Simples Habilitado Passo Simples Habilitado -- Seja Seja 
TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00,c,,c,D)D) uma uma Timed Petri netTimed Petri net. Um . Um 
passo passo ststjjii habilitado no estado habilitado no estado ssii ∈∈ SS éé definido por: definido por: ststjjii
={t={tkk| M| M11(p(pll) ) ≥≥ |p|pll•• ∩∩ ststjj|}|}..

�� Definição: Definição: Passo Habilitado Passo Habilitado -- Seja Seja TPN=(P,T,F, TPN=(P,T,F, 
W,MW,M00,c,,c,D)D) uma uma Timed Petri netTimed Petri net. Um passo . Um passo ststjjii
habilitado no estado habilitado no estado ssii ∈∈ SS éé definido por: definido por: ststjjii:T:T→→ℵℵ
MM11

ii(p(pll) ) ≥≥∑∑∀∀t t ∈∈ plpl•• ststjj(t)(t)..
�� Definição: Definição: Conjunto de Passos Habilitados Conjunto de Passos Habilitados -- Seja Seja 
TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00,c,,c,D)D) uma uma Timed Petri net eTimed Petri net e ststjji i um um 
passo habilitado no estado passo habilitado no estado ssii ∈∈ SS.. ESTESTii={st={stjjii} } define o define o 
conjunto de passos habilitados no estadoconjunto de passos habilitados no estado ssii..

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Timed Petri Nets Timed Petri Nets 

��Definição: Definição: Passo Máximo Habilitado Passo Máximo Habilitado -- Seja Seja 
TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00,c,,c,D)D) uma uma Timed Petri Timed Petri 
net e net e ESTESTii={st={stjjii} } o conjunto de passos o conjunto de passos 
habilitados no estadohabilitados no estado ssii. Seja . Seja TT⊇⊇stmstmii, , sese ∃∃
ststjji i ∈∈ ESTESTii, st, stjji i ≠≠ stmstmii, , tal quetal que ststjji i ⊇⊇ stmstmii, , 
stmstmii é denominado passo máximo é denominado passo máximo 
habilitado.habilitado.
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Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Timed Petri Nets Timed Petri Nets (passo simples, (passo simples, enabling enabling 
memorymemory))

�� Definição: Definição: Estado Estado -- Seja Seja TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00,c,,c,D)D) uma uma 
Timed Petri netTimed Petri net. Um estado é definido por uma tupla . Um estado é definido por uma tupla 
s=(ms=(m11,m,m22,r),r), onde , onde 
MM11: P : P →→ ℵℵ é a marcaçãoé a marcação
MM22: T : T →→ {0,1}{0,1} é uma função que indica se uma é uma função que indica se uma 
transição está sendo disparada ou não. transição está sendo disparada ou não. 
R: TR: T →→ ℜℜ+ + ∪∪ {0}{0} se Mse M22(t(tii) = 1) = 1

indefinidaindefinida se Mse M22(t(tii) = 0) = 0
R(tR(tii): ): ℜℜ++ ∪∪ {0} {0} é uma variável que associa a cada é uma variável que associa a cada 
transição transição ttii um número real que representa o seu um número real que representa o seu 
remaining firingremaining firing timetime naquele estado naquele estado ss. . 

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Timed Petri Nets Timed Petri Nets (passo simples, (passo simples, enabling enabling 
memorymemory))

�� Definição: Definição: Estado Estado -- Seja Seja TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00,c,,c,D)D)
uma uma Timed Petri netTimed Petri net. Um estado é definido por . Um estado é definido por 
uma tupla uma tupla s=(ms=(m11,m,m22,r),r), onde , onde 

�� Definição: Tempo de Permanência Definição: Tempo de Permanência –– Seja um Seja um 
estado estado s=(ms=(m11,m,m22,r),r), o tempo de permnência , o tempo de permnência 
em em ss é:é:

h(s)=minh(s)=min∀∀tt∈∈T T ∧∧ mm22(t)>(t)>0 0 (r(r (t)(t)

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Definição: Definição: Regra de Habilitação e Disparo Regra de Habilitação e Disparo –– Passo Passo 
Simples Simples -- Seja Seja TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00,c,,c,D)D) uma uma Timed Timed 
Petri net Petri net e e s=(ms=(m11,m,m22,r),r) um estado em algum instante um estado em algum instante 
ββ ∈∈ ℜℜ+ + ∪∪ {0}{0}..
Um Um step step ststjjii ={t={tkk} } está habilitado se está habilitado se 

∀∀ pi pi ∈∈P,P, MM11(p(pll) ) ≥≥ |p|pll•• ∩∩ ststjj|| ∧∧ MM22(t)=0, (t)=0, ∀∀ t t ∈∈ ststjj
Se um Se um stepstep stst (máximo) está habilitado em um está habilitado em um 
instante instante ββ (vamos tratar nos (vamos tratar nos ℵℵ)), dispara, dispara--se se stst em em ββ..
Em Em ββ+1+1, tem, tem--se: se: m’m’11(pi) (pi) = = mm11(pi) (pi) -- |p|pll•• ∩∩ ststjj| | + + ||••ppll
∩∩ CC11| | + + ||••ppll ∩∩ CC22| | ∀∀ pi pi ∈∈PP, onde, onde
CC11={t ={t ∈∈ T | t T | t ∈∈ ststjj ∧∧ D(t) =1D(t) =1}}
CC22={t ={t ∈∈ T | T | rr (t) =1(t) =1}}

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Definição: Definição: Regra de Habilitação e Disparo Regra de Habilitação e Disparo ––
Passo Simples Passo Simples --

mm22(t) (t) se r’(t)>0 se r’(t)>0 ∧∧ tt∉∉ stst
m’m’22(t) =  (t) =  mm22(t) +1        se r’(t)>0 (t) +1        se r’(t)>0 ∧∧ t t ∈∈ stst

mm22(t) (t) -- 1        se r(t)1        se r(t)--h(s)=0h(s)=0
r(t) r(t) –– h(s)h(s) se r(t)>0 se r(t)>0 ∧∧ tt∉∉ st’st’

r’r’jj(t)= d(t) (t)= d(t) se se t t ∈∈ st’st’
indefinidoindefinido m’m’22(t)=0(t)=0

st’st’-- passo máximo do próximo estado.passo máximo do próximo estado.
M’ M’ –– marcação do próximo estado.marcação do próximo estado.

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
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�� Timed Petri Nets Timed Petri Nets (passo, (passo, enabling enabling 
memorymemory))

�� Definição: Definição: Estado Estado -- Seja Seja TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00,c,,c,D)D)
uma uma Timed Petri netTimed Petri net. Um estado é definido por . Um estado é definido por 
uma tupla uma tupla s=(ms=(m11,m,m22,r),r), onde , onde 
MM11: P : P →→ ℵℵ é a marcaçãoé a marcação
MM22: T : T →→ ℵℵ é uma função que mapeia cada é uma função que mapeia cada 
transição em natural, onde este natural transição em natural, onde este natural 
representa o número de vezes que aquela representa o número de vezes que aquela 
transição está sendo disparada naquele estado transição está sendo disparada naquele estado 
ss..

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Timed Petri Nets Timed Petri Nets (passo, (passo, enabling enabling 
memorymemory))

�� Definição: Definição: Estado Estado -- Seja Seja TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00,c,,c,D)D)
uma uma Timed Petri netTimed Petri net. Um estado é definido por . Um estado é definido por 
uma tupla uma tupla s=(ms=(m11,m,m22,r),r), onde , onde 
R(tR(tii): (): (ℜℜ++ ∪∪ {0}){0})|k||k| é um vetor que associa a é um vetor que associa a 
cada disparo de cada disparo de ttii um número real que um número real que 
representa o representa o remaining firingremaining firing timetime de cada de cada 
disparo de disparo de ttii naquele estado naquele estado ss. . k k ∈ℵ∈ℵ é o é o 
número de vezes que número de vezes que ttii está sendo disparada está sendo disparada 
em em ss ((mm22(t(tii)= k)= k ). ). rrjj(t(tii)  )  é jé j--ésimo componente ésimo componente 
de de R(tR(tii))
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�� Definição: Definição: Regra de Habilitação e Disparo Regra de Habilitação e Disparo –– Passo Passo --
Seja Seja TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00,c,,c,D)D) uma uma Timed Petri net Timed Petri net e e 
s=(ms=(m11,m,m22,r),r) um estado em algum instante um estado em algum instante ββ ∈∈ ℜℜ+ + ∪∪
{0}{0}..
Um Um step step stst: T : T →→ ℵℵ está habilitado se está habilitado se 

mm11(pi) (pi) ≥≥ ∑∑tt∈∈TTst(t).W(pi,t)st(t).W(pi,t), , ∀∀ pi pi ∈∈PP
Se um Se um stepstep stst está habilitado em um instante está habilitado em um instante ββ
(vamos tratar nos (vamos tratar nos ℵℵ)), dispara, dispara--se se stst em em ββ..
Em Em ββ+1+1, tem, tem--se: se: m’m’11(pi) (pi) = = mm11(pi) (pi) -- ∑∑tt∈∈C0C0st(t).W(pi,t)st(t).W(pi,t)
+ + ∑∑tt∈∈C1C1st(t).W(t,pi) + st(t).W(t,pi) + ∑∑tt∈∈C2C2mm22(t).W(t,pi)(t).W(t,pi), , ∀∀ pi pi ∈∈PP, , 
ondeonde
CC00={t ={t ∈∈ T | st(t) > 0}T | st(t) > 0}
CC11={t ={t ∈∈ T | st(t) > 0 T | st(t) > 0 ∧∧ D(t) =1D(t) =1}}
CC22={t ={t ∈∈ T | T | rrjj(t) =1(t) =1},  0< j },  0< j ≤≤ KK

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
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�� Timed Petri Nets Timed Petri Nets (passo, (passo, enabling enabling 
memorymemory))

�� Definição: Definição: Estado Estado -- Seja Seja TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00,c,,c,D)D)
uma uma Timed Petri netTimed Petri net. Um estado é definido por . Um estado é definido por 
uma tupla uma tupla s=(ms=(m11,m,m22,r),r), onde , onde 

�� Definição: Tempo de Permanência Definição: Tempo de Permanência –– Seja um Seja um 
estado estado s=(ms=(m11,m,m22,r),r), o , o h : S h : S →→ ℜℜ++ ∪∪ {{00} } é uma é uma 
função que associa o função que associa o holding timeholding time a cada a cada 
estado estado ssii=(m=(m11,m,m22,r),r), onde , onde h(sh(sii)=min)=mintt∈∈T T ∧∧ mm22(t)>(t)>0 0 
(r(rii(t)[(t)[11])])
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st(t)st(t) ββ’=d(t)’=d(t)––1  1  ∧∧ rrjj(t)>0 (t)>0 
m’m’22(t) = (t) = mm22(t) (t) -- mm2,2,ββ+1+1(t),     (t),     mm2,2,ββ+1+1(t) (t) representa que representa que 
“sairam” da transição no instante“sairam” da transição no instante ββ+1+1
r’r’jj(t)= r(t)= rjj(t)(t)--1, 1, mm22(t(tii) ) ≠≠ 0 0 ∨∨ t t ∈∈ st st (transições (transições 
pertencentes ao pertencentes ao stepstep stst ou as que já se encontravam ou as que já se encontravam 
“dentro”  (“dentro”  (mm22) das transições)) das transições)
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p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d4=3
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p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d4=3

No instante β=1, 

r1(t0) = 1,  m2(t0) = 1
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p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d4=3

•No instante β=1, 

r1(t0) = 1,  m2(t0) = 1

•No instante β=2,

r(t1) = 2,  m2(t1) = 1

r(t1) = 3,  m2(t1) = 1
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p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d4=3

•No instante β=1, 

r1(t0) = 1,  m2(t0) = 1

•No instante β=2,

r(t1) = 2,  m2(t1) = 1

r(t2) = 3,  m2(t2) = 1
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p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d4=3

•No instante β=1, 

r1(t0) = 1,  m2(t0) = 1

•No instante β=2,

r(t1) = 2,  m2(t1) = 1

r(t2) = 3,  m2(t2) = 1

•No instante β=3,

r(t1) = 1,  m2(t1) = 1

r(t2) = 2,  m2(t2) = 1
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p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d4=3

•No instante β=1, 

r1(t0) = 1,  m2(t0) = 1

•No instante β=2,

r(t1) = 2,  m2(t1) = 1

r(t2) = 3,  m2(t2) = 1

•No instante β=3,

r(t1) = 1,  m2(t1) = 1

r(t2) = 2,  m2(t2) = 1

•No instante β=4,

r(t2) = 1,  m2(t2) = 1
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p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d3=3

•No instante β=1, 
r1(t0) = 1,  m2(t0) = 1

•No instante β=2,
r(t1) = 2,  m2(t1) = 1
r(t2) = 3,  m2(t2) = 1

•No instante β=3,
r(t1) = 1,  m2(t1) = 1
r(t2) = 2,  m2(t2) = 1

•No instante β=4,
r(t2) = 1,  m2(t2) = 1

•No instante β=5,
r(t3) = 3,  m2(t3) = 1
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p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d3=3

•No instante β=1, 
r1(t0) = 1,  m2(t0) = 1

•No instante β=2,
r(t1) = 2,  m2(t1) = 1
r(t2) = 3,  m2(t2) = 1

•No instante β=3,
r(t1) = 1,  m2(t1) = 1
r(t2) = 2,  m2(t2) = 1

•No instante β=4,
r(t2) = 1,  m2(t2) = 1

•No instante β=5,
r(t3) = 3,  m2(t3) = 1

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d3=3

•No instante β=1, 
r1(t0) = 1,  m2(t0) = 1

•No instante β=2,
r(t1) = 2,  m2(t1) = 1
r(t2) = 3,  m2(t2) = 1

•No instante β=3,
r(t1) = 1,  m2(t1) = 1
r(t2) = 2,  m2(t2) = 1

•No instante β=4,
r(t2) = 1,  m2(t2) = 1

•No instante β=5,
r(t3) = 3,  m2(t3) = 1

•No instante β=8,
m1(p5) = 1
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Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d4=3

d5=2

t5

c(t2)=0.5 

c(t5)=0.5

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d4=3

d5=2

t5

c(t2)=0.5 

c(t5)=0.5

•No instante β=1, 
r1(t0) = 1,  m2(t0) = 1
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p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d4=3

d5=2

t5

c(t2)=0.5 

c(t5)=0.5

•No instante β=1, 
r1(t0) = 1,  m2(t0) = 1

•No instante β=2,
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p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d4=3

d5=2

t5

c(t2)=0.5 

c(t5)=0.5

•No instante β=1, 
r1(t0) = 1,  m2(t0) = 1

•No instante β=2,
r(t1) = 2,  m2(t1) = 1
r(t2) = 3,  m2(t2) = 1

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d4=3

d5=2

t5

c(t2)=0.5 

c(t5)=0.5

•No instante β=1, 
r1(t0) = 1,  m2(t0) = 1

•No instante β=2,
r(t1) = 2,  m2(t1) = 1
r(t2) = 3,  m2(t2) = 1

•No instante β=3,
r(t1) = 1,  m2(t1) = 1
r(t2) = 2,  m2(t2) = 1

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d4=3

d5=2

t5

c(t2)=0.5 

c(t5)=0.5

•No instante β=1, 
r1(t0) = 1,  m2(t0) = 1

•No instante β=2,
r(t1) = 2,  m2(t1) = 1
r(t2) = 3,  m2(t2) = 1

•No instante β=3,
r(t1) = 1,  m2(t1) = 1
r(t2) = 2,  m2(t2) = 1

•No instante β=4,
r(t2) = 1,  m2(t2) = 1
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p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d4=3

d5=2

t5

c(t2)=0.5 

c(t5)=0.5

•No instante β=1, 
r1(t0) = 1,  m2(t0) = 1

•No instante β=2,
r(t1) = 2,  m2(t1) = 1
r(t2) = 3,  m2(t2) = 1

•No instante β=3,
r(t1) = 1,  m2(t1) = 1
r(t2) = 2,  m2(t2) = 1

•No instante β=4,
r(t2) = 1,  m2(t2) = 1

•No instante β=5,
r(t3) = 3,  m2(t3) = 1
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com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d4=3

d5=2

t5

c(t2)=0.5 

c(t5)=0.5

•No instante β=1, 
r1(t0) = 1,  m2(t0) = 1

•No instante β=2,
r(t1) = 2,  m2(t1) = 1
r(t2) = 3,  m2(t2) = 1

•No instante β=3,
r(t1) = 1,  m2(t1) = 1
r(t2) = 2,  m2(t2) = 1

•No instante β=4,
r(t2) = 1,  m2(t2) = 1

•No instante β=5,
r(t3) = 3,  m2(t3) = 1
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p0

t0

p2

t2

p4

t3

p5

p1

t1

p3

d0=2

d1=2
d2=3

d4=3

d5=2

t5

c(t2)=0.5 

c(t5)=0.5

•No instante β=1, 
r1(t0) = 1,  m2(t0) = 1

•No instante β=2,
r(t1) = 2,  m2(t1) = 1
r(t2) = 3,  m2(t2) = 1

•No instante β=3,
r(t1) = 1,  m2(t1) = 1
r(t2) = 2,  m2(t2) = 1

•No instante β=4,
r(t2) = 1,  m2(t2) = 1

•No instante β=5,
r(t3) = 3,  m2(t3) = 1

•No instante β=8,
m1(p5) = 1
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�� Timed Petri NetsTimed Petri Nets

�� Definição:Definição: Grafo de Alcançabilidade Grafo de Alcançabilidade 
TemporizadoTemporizado-- seja uma rede marcada seja uma rede marcada 
TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00,c,,c,D)D) . . TRG(TPN)=(S,A,h,q)TRG(TPN)=(S,A,h,q)
define o grafo de estados temporal (define o grafo de estados temporal (Timed Timed 
State GraphState Graph), onde ), onde SS é o conjunto de vértice e é o conjunto de vértice e 
representa o conjunto de estados. representa o conjunto de estados. A A ⊆⊆ S S ×× SS é é 
uma relação representando arcos dirigidos. uma relação representando arcos dirigidos. h : h : 
S S →→ ℜℜ++ ∪∪ {0} {0} é uma função que associa o é uma função que associa o 
holding timeholding time a cada estado a cada estado ssii=(m=(m11,m,m22,r),r), onde , onde 
h(sh(sii)=min)=mintt∈∈T T ∧∧ m2(t)>0 m2(t)>0 (r(rii(t)[1])(t)[1])

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Timed Petri NetsTimed Petri Nets
�� Definição:Definição: Grafo de Alcançabilidade Grafo de Alcançabilidade 
TemporizadoTemporizado-- seja uma rede marcada seja uma rede marcada 
TPN=(P,T,F, W,MTPN=(P,T,F, W,M00,c,,c,D)D) . . TRG(TPN)=(S,A,h,q)TRG(TPN)=(S,A,h,q)

e e q : A q : A →→ [0,1] [0,1] é uma função que associa uma é uma função que associa uma 
probabilidade aos arcos do grafo.probabilidade aos arcos do grafo.
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t1

d1=0
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p1

p2

p4

t5

d=20

p5
t6

d6=0

p3t3

d3=0

0,1

t4
d=5

0,9

p6t7

d7=0

p7

si M1 M2 h(si)     M’2      sj     q

1   p=0       t1=1     0      t2=t5=1  2    1

2   p=0   t2=t5=1  10     t4=1        3 0,9

t3=1        4 0,1

3   p=0   t4=t5=1    5     t1=1        5    1

4   p=0   t3=t5=1    0      t=0         6    1

5   p6=1 t1=t5=1    0     t2=t5=1   7   1

6   p=0   t5=1        10      t7=1        8   1

7   p6=1 t2=1,t5=2  5      t6=1         9   1

8   p=0   t7=1          0       t1=1        1   1

9   p=0   t2=t5=      0      t=0          10  1

t6=1

10 p=0   t2=t5=1    5      t4=1        3  0,9

t3=1        4  0,1

t2

d2=10

t1

d1=0
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p1

p2

p4

t5

d=20

p5
t6

d6=0

p3t3

d3=0

0,1

t4
d=5

0,9

p6t7

d7=0

p7

si M1 M2 h(si)     M’2      sj     q

1   p=0       t1=1     0      t2=t5=1  2    1

2   p=0   t2=t5=1  10     t4=1        3 0,9
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�� Tempo de ExecuçãoTempo de Execução

–– Análise do grafo de estados + Algorítmo de Procura Análise do grafo de estados + Algorítmo de Procura 
de Caminhosde Caminhos

�� (Redes Genéricas)(Redes Genéricas)

–– Métodos EstruturalMétodos Estrutural
�� (sub(sub--classes: grafoclasses: grafo--marcado)marcado)

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

p1

t1

d1=0

p2

p4

t5

d=20

p5
t6

d6=0

p3
t3

d3=0

0,1

t4
d=5

0,9

p6t7

d7=0

p7

si M1 M2 h(si)    M’2      sj     q

1 p=0       t1=1     0 t2=t5=1 2 1
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t3=1        4 0,1
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4   p=0   t3=t5=1     0     t=0         6    1

5 p6=1 t1=t5=1     0 t2=t5=1   7   1

...
• D(s1,s5) = 0 + 10 + 5 + 0 = 15
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d2=10
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�� Métodos Algébricos Aplicados aos Grafos MarcadosMétodos Algébricos Aplicados aos Grafos Marcados

–– CCmm = max= maxkk {D{Dkk/N/Nkk}  }  k=1,...,qk=1,...,q

�� q q é o número de circuitosé o número de circuitos
�� DDk k é a soma dos tempos associados às transições do é a soma dos tempos associados às transições do 
circuitocircuito kk

�� NNkk é o somatório de marcas no circuitoé o somatório de marcas no circuito kk
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A         B

t1         d1=5

C          D

t2      t3

d2=20 d3=4

E        F

t4

d4=3

t5

d=2

G

•P-minimum semiflows:

SP1={A,C,E,G}

SP2={A,D,F,G}

SP3={B,C,E}

SP4={B,D,F}

•Circuito:

•c1={t1,t2,t4,t5}

•c2={t1,t3,t4,t5}

•c3={t1,t2,t4}

•c4={t1,t3,t4}
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A         B

t1         d1=5

C          D

t2      t3

d2=20 d3=4

E        F

t4

d4=3

t5

d=2

G

Cm = maxk {Dk/Nk}  k=1,...,4

C1=(5+20+3+2)/2= 15

C2=(5+4+3+2)/2= 14

C3=(5+20+3)/2= 14

C4=(5+4+3)/2= 12

•Cm = maxk {15,14,14,12} = 15
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�� Estedendo o Método Anterior para Redes Estedendo o Método Anterior para Redes FreeFree--ChoiceChoice
sem Compartilhamento de Recursossem Compartilhamento de Recursos

�� Seja Seja N=(P,T,I,O,MN=(P,T,I,O,M00,D),D) uma rede e uma rede e 
SNSNii=(P=(PSNiSNi,T,TSNiSNi,I,ISNiSNi,O,OSNiSNi,M,M00

SNiSNi,D,DSNiSNi)) e uma rede e uma rede SNSNii⊆⊆ NN
obtida pelos obtida pelos pp--minimum semiflowsminimum semiflows.. Seja Seja 
SNSNkk=(P=(PSNkSNk,T,TSNkSNk,I,ISNkSNk,O,OSNkSNk,M,M00

SNkSNk,D,DSNkSNk)) uma rede tal que uma rede tal que 
SNSNkk⊆⊆ SNSNii onde onde TTSNkSNk pertence a um único pertence a um único tt--minimum minimum 
semiflowssemiflows..

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Tempo do Caminho CríticoTempo do Caminho Crítico

–– CTCTmm = max= maxkk {D{Dkk/N/Nkk}  }  k=1,...,qk=1,...,q
�� q q é o número de subé o número de sub--redes redes SNSNkk

�� DDk k é a soma dos tempos associados às transições da subé a soma dos tempos associados às transições da sub--
rederede k.k.

�� NNkk é o somatório de marcas no circuitoé o somatório de marcas no circuito kk
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�� Tempo MínimoTempo Mínimo

–– MTMTmm = max= maxkk {min{D{min{Djj/N/Njj},D},Dii/N/Nii}  }  i=1,...,q. j=1,...,ri=1,...,q. j=1,...,r
�� q q é o número de subé o número de sub--redes redes SNSNi i obtidas diretamente dos obtidas diretamente dos 
pp--minimum semiflowsminimum semiflows e cujos e cujos TTSNiSNi pertence a um único pertence a um único tt--
minimum semiflowsminimum semiflows..

�� r r é o número de subé o número de sub--redes redes SNSNj j obtidas dos obtidas dos pp--minimum minimum 
semiflowssemiflows e por sua decomposição tal que e por sua decomposição tal que TTSNjSNj pertence a pertence a 
um único um único tt--minimum semiflowsminimum semiflows..

�� DDk k é a soma dos tempos associados às transições da subé a soma dos tempos associados às transições da sub--
rederede k.k.

�� NNkk é o somatório de marcas no circuitoé o somatório de marcas no circuito kk
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0 0 2 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 17

��TT--minimum semiflowsminimum semiflows

st = {t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  }

1 0 2 6 7 8 9 10 11 12 13 14 16 18= {t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  }st
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��PP--minimum semiflowsminimum semiflows
⌫⌫sp  =  {p  ,p  ,p  ,p  ,p  ,p  }sp  =  {p  ,p  ,p  ,p  ,p  ,p  }
⌫⌫sp  =  {p  ,p  ,p  ,p  ,p  ,p  ,p  ,p  }sp  =  {p  ,p  ,p  ,p  ,p  ,p  ,p  ,p  }
⌫⌫sp  =  {p  ,p  ,p  ,p  ,p  }sp  =  {p  ,p  ,p  ,p  ,p  }
⌫⌫sp  =  {p  ,p  ,p  ,p  ,p  }sp  =  {p  ,p  ,p  ,p  ,p  }
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�Transition paths

⌫sn  =  {t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  }

⌫sn  =  {t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  }
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⌫sn  =  {t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  }
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�Decomposição dos Caminhos

⌫sn  =  {t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  }

� sn  =  {t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  }

� sn  =  {t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  ,t  }
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��Tempo do Caminho CríticoTempo do Caminho Crítico
⌫⌫CT(N) = max {T(sn  ),T(sn  ),T(sn  ),T(sn  ),CT(N) = max {T(sn  ),T(sn  ),T(sn  ),T(sn  ),

T(sn  ),T(sn  ),T(sn  )} = 22T(sn  ),T(sn  ),T(sn  )} = 22
��Tempo MínimoTempo Mínimo
⌫⌫MT(N) = max {T(sn  ),min {T(sn  ),MT(N) = max {T(sn  ),min {T(sn  ),

T(sn  )},T(sn  ),T(sn  ),T(sn  ),T(sn  )},T(sn  ),T(sn  ),T(sn  ),
T(sn  )} = 20T(sn  )} = 20
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�� Redução de Transição em SeqüênciaRedução de Transição em Seqüência
Seja uma rede Seja uma rede N=(P,T,I,O,MN=(P,T,I,O,M00,D), p,D), pii ∈∈ PP um um 
lugar, onde lugar, onde I(I(ppii)=[t)=[tjj] ] O(O(ppii)=[t)=[tkk].]. NN pode ser pode ser 
transformada em transformada em N’=(P’,T’,I’,O’,M’N’=(P’,T’,I’,O’,M’00,D’),D’) pela pela 
fusão de fusão de ttjj e e ttkk e eliminação dee eliminação de ppii. A . A 
transição transição ttj/k j/k ∈∈ T’T’ representa as transições representa as transições 
fundidas tal que fundidas tal que I(I(ttj/kj/k) = ) = I(I(ttjj)) e e O(O(ttj/kj/k) = ) = O(O(ttkk))
e e ddj/kj/k= d= djj + ddkk
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�� Redução de Transição em SeqüênciaRedução de Transição em Seqüência

tj pi tk

dj dk

.

.

.
.
.
.

.

.

.

tj/k

dj/k

dj/k= dj + dk

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas
�� Redução de Transição de um EscolhaRedução de Transição de um Escolha
Seja uma rede Seja uma rede N=(P,T,I,O,MN=(P,T,I,O,M00,D), p,D), pii, p, pll ∈∈ PP
lugares, onde lugares, onde O(O(ppii)=[t)=[tjj, t, tkk] e ] e I(I(ppll)=[t)=[tjj,t,tkk].]. NN
pode ser transformada em pode ser transformada em 
N’=(P’,T’,I’,O’,M’N’=(P’,T’,I’,O’,M’00,D’),D’) pela fusão de pela fusão de ttjj e e ttkk. A . A 
transição transição ttj/k j/k ∈∈ T’T’ representa as transições representa as transições 
fundidas tal que fundidas tal que I(I(ttj/kj/k) = ) = I(I(ttjj)) e e O(O(ttj/kj/k) = ) = O(O(ttkk))
e o tempo  mínimo é e o tempo  mínimo é ddj/kj/k= min{d= min{djj, ddkk} } e o e o 
tempo  máximo é tempo  máximo é ddj/kj/k= max{d= max{djj, ddkk} } 
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�� Redução de Transição de um EscolhaRedução de Transição de um Escolha
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pi pl pi pl

tj/k

dj/k

dj/k= min{dj, dk}

dj/k= max{dj, dk}
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�� Redução de LaçoRedução de Laço
Seja uma rede Seja uma rede N=(P,T,I,O,MN=(P,T,I,O,M00,D), p,D), pii, p, phh ∈∈ PP
lugares, onde lugares, onde O(O(ppii)=[t)=[tjj, t, tkk] e ] e O(O(ttjj)=[p)=[pii], ], 
I(I(pphh)=[t)=[tkk] .] . NN pode ser transformada em pode ser transformada em 
N’=(P’,T’,I’,O’,M’N’=(P’,T’,I’,O’,M’00,D’),D’) pela eliminação de pela eliminação de ttjj. O . O 
tempo associado a transição tempo associado a transição ttk k ∈∈ T’T’ é é ddkkN’N’= m = m 
×× ddj j + ddkk ..

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas

�� Redução de LaçoRedução de Laço

.

.

.

.

.

.
.
.
.

.

.

.

pi ph

tk

dk

tk

tj

dk 

dj

pi 

ph

dk
N’= m ×××× dj + dk

Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas
�� Redução de Transições ParalelasRedução de Transições Paralelas
Seja uma rede Seja uma rede N=(P,T,I,O,MN=(P,T,I,O,M00,D), t,D), tii, t, tjj , t, thh, t, tll ∈∈
TT transições, onde transições, onde I(I(I(I(ttii))=))=I(I(I(I(ttjj)) )) ee
O(O(O(O(ttii))=))=O(O(O(O(tthh)) .)) . NN pode ser transformada pode ser transformada 
em em N’=(P’,T’,I’,O’,M’N’=(P’,T’,I’,O’,M’00,D’),D’) pela eliminação da pela eliminação da 
estrutura estrutura SN=(PSN=(PSNSN,T,TSNSN,I,ISNSN,O,OSNSN,M,M00

SNSN,D,DSNSN)), , 
onde onde PPSNSN={={I(I(ttii), ), I(I(ttjj)), )), O(O(ttii), ), O(O(ttjj)}, T’={t)}, T’={tii, t, tj, j, 
I(I(I(I(ttii))=t))=thh, , O(O(O(O(ttii))=t))=tll}. t}. th/l h/l ∈∈ T’  T’  representa a representa a 
estrutura reduzida, tal que estrutura reduzida, tal que I(I(tth/lh/l)= I()= I(I(I(I(I(ttii)))= )))= 
I(I(I(I(I(I(ttjj))), ))), O(O(O(O(O(O(ttii)))= O()))= O(O(O(O(O(ttjj)))))) e e ddi/ji/jN’N’= = 
ddI(I(ti)) I(I(ti)) + max{ddii, ddjj}+ ddO(O(ti))O(O(ti))..
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Redes TemporizadasRedes Temporizadas
com Transições Temporizadascom Transições Temporizadas
�� Redução de Transições ParalelasRedução de Transições Paralelas

pa

th

p2

tj

p4

tl

pf

p1

ti

p3

...

...

.

.

.
.
.
.

pa pf

th/l

dh/l

di/j
N’= dI(I(ti)) + max{di, dj}+ dO(O(ti))

Classificação da Técnicas de Classificação da Técnicas de 
Avaliação de DesempenhoAvaliação de Desempenho

Avaliação de DesempenhoAvaliação de Desempenho

Avaliação DeterminísicaAvaliação Determinísica Modelagem EstocásticaModelagem Estocástica

MediçãoMedição PrototipaçãoPrototipação MétodosMétodos Simulação de EventosSimulação de Eventos MétodosMétodos
AnalíticosAnalíticos DiscretosDiscretos AnalíticosAnalíticos

SistemaSistema BenchmarksBenchmarks SimulaçãoSimulação
RealReal

Modelagem

Modelagem para Análise de Modelagem para Análise de 
DesemDesemppenhoenho

�� Algumas MedidasAlgumas Medidas

–– Tempo de ManufaturaTempo de Manufatura
–– ThroughputThroughput
–– UtilizaçãoUtilização
–– CapacidadeCapacidade
–– ConfiabilidadeConfiabilidade

Redes Temporizadas Redes Temporizadas 
EstocásticasEstocásticas

�� Modelagem para Análise de DesemModelagem para Análise de Desemppenhoenho

–– Modelos para SimulaçãoModelos para Simulação

–– Modelos AnalíticosModelos Analíticos
�� Cadeias de MarkovCadeias de Markov
�� Teoria das FilasTeoria das Filas
�� Redes de Petri EstocásticasRedes de Petri Estocásticas

Redes Temporizadas Redes Temporizadas 
EstocásticasEstocásticas

�� Variáveis AleatóriasVariáveis Aleatórias é uma função que é uma função que 
confere um número real a cada resultado (do confere um número real a cada resultado (do 
espaço amostral) de um experimento espaço amostral) de um experimento 
aleatório.aleatório.

�� Variáveis aleatórias contínuasVariáveis aleatórias contínuas assumem assumem 
quaisquer valores no intervalo [a,b], onde quaisquer valores no intervalo [a,b], onde 
--∞∞ ≤≤ a a ≤≤ b b ≤≤ ++∞∞

�� Variáveis aleatórias discretasVariáveis aleatórias discretas assumem apenas assumem apenas 
valores discretos.valores discretos.

Redes Temporizadas Redes Temporizadas 
EstocásticasEstocásticas

�� Proriedade MarkovianaProriedade Markoviana
–– Ausência de MemóriaAusência de Memória

�� Variáveis Aleatórias com ProVariáveis Aleatórias com Propriedade priedade 
MarkovianaMarkoviana

–– Variável Aleatória GeométricaVariável Aleatória Geométrica
–– Variável Aleatória ExponencialVariável Aleatória Exponencial
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Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� DiscretaDiscreta
––BernoulliBernoulli

�� Considere um experimento aleatório com Considere um experimento aleatório com 
dois resultados possíveis (dois resultados possíveis (X=0,X=1X=0,X=1).).

�� pmf(pmf(probability mass functionprobability mass function) de X é dada ) de X é dada 
por: por: P(X=0) = 1P(X=0) = 1--pp e e P(X=1) = p,  0P(X=1) = p,  0≤≤pp≤≤11

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� DiscretaDiscreta
–– BinomialBinomial

�� Considere um experimento aleatório independentes Considere um experimento aleatório independentes 
com com dois resultados possíveis ( 0 dois resultados possíveis ( 0 ee 1 1 por exemplopor exemplo))
realizados realizados n n vezes. A vezes. A variável aleatória é o número variável aleatória é o número 
de vezes que se tem resultado 1.de vezes que se tem resultado 1.

nn
�� pmf de X é dada por: pmf de X é dada por: P(X=k) =  k    pP(X=k) =  k    pkk (1(1--p)p)nn--kk
k=0,1,...,n.k=0,1,...,n.

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� DiscretaDiscreta
–– GeométricaGeométrica

�� Considere um experimento aleatório independentes Considere um experimento aleatório independentes 
com com dois resultados possíveis ( 0 dois resultados possíveis ( 0 ee 1 1 por exemplopor exemplo))
realizados realizados n n vezes. A vezes. A variável aleatória é o número variável aleatória é o número 
de vezes que se realiza o experimento para se ter o de vezes que se realiza o experimento para se ter o 
primeiro resultado 1.primeiro resultado 1.

�� pmf de X é dada por: pmf de X é dada por: P(X=k) =  p (1P(X=k) =  p (1--p)p)nn--kk k=0,1,...k=0,1,...

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� DiscretaDiscreta
––Valor Médio ou Valor EsperadoValor Médio ou Valor Esperado

�� X = E[X] = X = E[X] = ΣΣ∀∀kk k . P(X=k)k . P(X=k)

––Uma Uma função de uma variável aleatóriafunção de uma variável aleatória
(f(X)) é uma variável aleatória (Y) com (f(X)) é uma variável aleatória (Y) com 
Valor EsperadoValor Esperado

�� E[f(X)] =E[f(X)] = ΣΣ∀∀kk f(k) . P(X=k)f(k) . P(X=k)

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� DiscretaDiscreta
––nn--ésimo momentoésimo momento de uma variável aleatória de uma variável aleatória 
X é o X é o valor esperado da enésima potência Xvalor esperado da enésima potência X

�� XXnn = E[X= E[Xnn] = ] = ΣΣ∀∀kk kk
nn . P(X=k). P(X=k)

––nn--ésimo momento centralésimo momento central de uma variável de uma variável 
aleatória X é o aleatória X é o valor esperado da enésima valor esperado da enésima 
potência da diferença  entre X e o valor potência da diferença  entre X e o valor 
esperado de X (E(X) = X)esperado de X (E(X) = X)

�� (X(X--X)X)nn= = ΣΣ∀∀kk (k(k--X)X)
nn . P(X=k). P(X=k)

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� DiscretaDiscreta
––O primeiro momento central é O primeiro momento central é 00
––O segundo momento central (variância)O segundo momento central (variância)

�� σσ22 = (X= (X--X)X)22 ==ΣΣ∀∀kk (k(k--X)X)
22 . P(X=k) . P(X=k) 

––O coeficiente de variação e a O coeficiente de variação e a 
normalização do desvio padrãonormalização do desvio padrão
�� ccXX= = σσ / X/ X
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Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� DiscretaDiscreta
–– BernoulliBernoulli

�� Parâmentros: p;  Valor Esperado: pParâmentros: p;  Valor Esperado: p
�� Variância: p(1Variância: p(1--p); Coeficiente de variação: p); Coeficiente de variação: 
(1(1--p)/pp)/p

––BinomialBinomial
�� Parâmentros: n,p;   Valor Esperado: npParâmentros: n,p;   Valor Esperado: np
�� Variância: np(1Variância: np(1--p); Coeficiente de variação: p); Coeficiente de variação: 
(1(1--p)/npp)/np

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� DiscretaDiscreta

–– GeométricaGeométrica
�� Parâmentros: p;  Valor Esperado: 1/pParâmentros: p;  Valor Esperado: 1/p
�� Variância: (1Variância: (1--p)/pp)/p22; Coeficiente de variação: ; Coeficiente de variação: 
(1(1--p)p)

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� ContínuaContínua
–– Cumulative Distribution Function (CDF)Cumulative Distribution Function (CDF)
FFXX(x) = P(X(x) = P(X≤≤x)x)

�� Se Se x < y x < y então:então: FFXX(x) < F(x) < FXX(y)(y)
�� P(x<XP(x<X≤≤y) = Fy) = FXX(y) (y) -- FFXX(x) (x) 

–– Probability density functionProbability density function (pdf)(pdf)
�� ffXX(x) = (x) = ddFFXX(x) / (x) / ddxx
�� ffXX(x) (x) ≥≥ 00

++∞∞

�� ∫∫--∞∞ ffXX(x) dx  = 1(x) dx  = 1

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� ContínuaContínua
–– Probability density functionProbability density function (pdf)(pdf)

�� ffXX(x) = (x) = ddFFXX(x) / (x) / ddxx
�� ffXX(x) (x) ≥≥ 00

++∞∞

�� ∫∫--∞∞ ffXX(x) dx  = 1(x) dx  = 1

x2x2

�� P(x1P(x1≤≤X X ≤≤x2)=  x2)=  ∫∫x1x1 ffXX(x) dx (x) dx 

xx

�� P(X=x)=  P(X=x)=  ∫∫xx ffXX(x) dx = 0(x) dx = 0

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� ContínuaContínua
–– Valor Médio ou Valor EsperadoValor Médio ou Valor Esperado

++∞∞

�� X = E[X] = X = E[X] = ∫∫--∞∞ x . fx . fXX(x) dx(x) dx

–– Uma Uma função de uma variável aleatória (g(X))função de uma variável aleatória (g(X)) é é 
uma variável aleatória com uma variável aleatória com Valor EsperadoValor Esperado

++∞∞

�� E[g(X)] =E[g(X)] = = = ∫∫--∞∞ g(x) . fg(x) . fXX(x) dx(x) dx
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Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� ContínuaContínua
––nn--ésimo momentoésimo momento

++∞∞

��XXnn = E[X= E[Xnn] = ] = ∫∫--∞∞ xxnn . f. fXX(x) dx(x) dx
––nn--ésimo momento centralésimo momento central

++∞∞

�� (X(X--X)X)nn= = ∫∫--∞∞ (x(x--X)X)nn . f. fXX(x) dx(x) dx

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� ContínuaContínua
––O segundo momento central (variância)O segundo momento central (variância)

++∞∞

�� σσ22 = (X= (X--X)X)2 2 = = ∫∫--∞∞ (x(x--X)X)22 . f. fXX(x) dx(x) dx
––O coeficiente de variação e a O coeficiente de variação e a 
normalização do desvio padrãonormalização do desvio padrão
�� ccXX= = σσ / X/ X

Redes Temporizadas Redes Temporizadas 
EstocásticasEstocásticas

�� Proriedade MarkovianaProriedade Markoviana
–– Ausência de MemóriaAusência de Memória

�� Variáveis Aleatórias com ProVariáveis Aleatórias com Propriedade priedade 
MarkovianaMarkoviana

–– Variável Aleatória GeométricaVariável Aleatória Geométrica
–– Variável Aleatória ExponencialVariável Aleatória Exponencial

�� Caso Caso M M ⊂⊂ A A então então P(P(A/MA/M)=1)=1
�� Caso Caso A A ⊂⊂ M M então então 

P(P(A/MA/M)= )= P(P(AA))
P(P(MM) ) 

Probabilidade Condicional Probabilidade Condicional 
�� Seja Seja AA um evento um evento 
arbitrário em um arbitrário em um 
espaço amostral espaço amostral SS. A . A 
probabilidade de que probabilidade de que 
ocorra um evento ocorra um evento A A 
uma vez que uma vez que MM tenha tenha 
ocorrido é denotado ocorrido é denotado 
por por P(P(A/MA/M)) que é que é 
definido por:definido por:

�� P(P(A/MA/M)=)=P(P(A A ∩∩ MM))
P(P(MM))

S

A ∩∩∩∩ MA M

Distribuição ExponencialDistribuição Exponencial

�� fdp exponencialfdp exponencial
ffXX(t)(t)

tt
FD FD -- Função de DistribuiçãoFunção de Distribuição

�� ffXX(t) = (t) = µµee--µµtt

�� FD(t) = 1 FD(t) = 1 -- ee--µµtt

�� Valor EsperadoValor Esperado
E(X) = 1E(X) = 1

µµ

�� Propriedade:Propriedade:
Não possui memóriaNão possui memória

Variável Aleatória Exponencial

Distribuição ExponencialDistribuição Exponencial

Variável Aleatória ExponencialVariável Aleatória Exponencial
P{X>t}P{X>t} = e= e--µµtt

�� P{X>t+u | X > t} = P{X>t+u P{X>t+u | X > t} = P{X>t+u ∧∧ X>t}X>t}

P{X>t}P{X>t}

�� P{X>t+u | X > t} = P{X>t+uP{X>t+u | X > t} = P{X>t+u}}

P{X>t}P{X>t}

P{X>t+u | X > t} = P{X>t+u | X > t} = ee--µµ(t+u)   (t+u)   = e= e--µµuu = = P{X>u}P{X>u}

ee--µµtt

Probabilidade

Condicional

t          t+u

t
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Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� ContínuaContínua

–– ExponencialExponencial
�� Parâmentros: Parâmentros: µ;  Valor Esperado: 1/;  Valor Esperado: 1/µ
�� Variância: 1/Variância: 1/µ22; ; 
�� Coeficiente de variação: 1Coeficiente de variação: 1

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� ContínuaContínua
kk

FFXX(x)=(x)=ΣΣj=1j=1qqjj(1(1--ee
--µµjtjt) , t) , t≥≥00

kk

ffXX(x)=(x)=ΣΣj=1j=1qqjjµµjjee--µµjtjt, t, t≥≥00

–– HiperexponencialHiperexponencial
�� Parâmentros:k, Parâmentros:k, µj, qj;  Valor Esperado: 1/;  Valor Esperado: 1/µ

kk

X=ΣΣj=1 j=1 qqjj//µµjj= = 1/1/µ
�� Coeficiente de variação: sqrt(2Coeficiente de variação: sqrt(2µ2 2 ΣΣj=1j=1(q(qjj//µj

2  2  -- 11)) )) ≥≥ 11
�� Variância: 2 Variância: 2 ΣΣj=1j=1(q(qjj//µj

2  2  -- 1/ 1/ µµ22))

µ1

µ2

µk

q1

q2

qk

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� ContínuaContínua
��Uma distribuição desconhecida de X e Uma distribuição desconhecida de X e 
cc≥≥1 pode ser aproximada por uma1 pode ser aproximada por uma
––HiperexponencialHiperexponencial

��Parâmentros:k=2, Parâmentros:k=2, µ1, µ2,q1, , q2: Valor : Valor 
µ1=1/X . (1 – sqrt(q2/q1 . (c2 -1)/2))-1

µ2=1/X . (1 + sqrt(q1/q2 . (c2 -1)/2))-1

qq11+q+q22=1, =1, q1, , q2≥≥00 µ1, µ2>0

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� ContínuaContínua
kk--11

FFXX(x)=(x)=11--ee--kkµµtt ΣΣj=j=00 (k(kµµt)t)jj/j!, t/j!, t≥≥00

ffXX(x)= [k(x)= [kµµ(k(kµµt)t)kk--11]/(k]/(k--11)!, t)!, t≥≥00

–– ErlangErlang--kk
�� Parâmentros:k, Parâmentros:k, µ;  Valor Esperado: ;  Valor Esperado: 11//µ
�� Variância: Variância: 11/k/kµ2 2 

�� Coeficiente de variação: Coeficiente de variação: 11/sqrt(k/sqrt(k) ) ≤≤ 11

kµ kµ kµ

1        2              k fase

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� ContínuaContínua
��Uma distribuição desconhecida de X e Uma distribuição desconhecida de X e 
cc≤≤1 pode ser aproximada por uma1 pode ser aproximada por uma
––ErlangErlang--kk

��k=[1/ck=[1/c22]]
�µ=1/(c2kX)

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� ContínuaContínua
––HipoHipo--exponencial é uma generalização da exponencial é uma generalização da 
distribuição de Erlang quando admitedistribuição de Erlang quando admite--se se 
fases com taxas diferentes.fases com taxas diferentes.

––Para uma variável aleatória com Para uma variável aleatória com 
distribuição hipodistribuição hipo--exponencial com duas exponencial com duas 
fases fases µµ11 ≠≠ µµ22, tem, tem--se:se:
�� FFXX(x)=1(x)=1-- [[µµ22 /(/(µµ22-- µµ11))ee--kkµµ

11
tt] + ] + [[µµ11 /(/(µµ22-- µµ11))ee--kkµµ

22
tt] , ] , 

tt≥≥00

�� ffXX(x)= [((x)= [(µµ11 µµ22)/()/(µµ1 1 -- µµ22)] ()] (ee--µµ22t t -- ee--µµ11tt), t), t≥≥00
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Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� ContínuaContínua
––HipoHipo--exponencial exponencial Parâmentros:k, Parâmentros:k, µ;  ;  
Valor Esperado: 1/Valor Esperado: 1/µ1 + 1/µµ22

��Variância: 1/Variância: 1/µ2
1 + 1/µµ22

22

��Coeficiente de variação:Coeficiente de variação:[[sqrt(sqrt(µ2
1 +µµ22

22 )/)/
((µ1 + µµ2 2 ))]]< 1< 1

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� ContínuaContínua
��Uma distribuição desconhecida de X Uma distribuição desconhecida de X 
com valor esperado X e com valor esperado X e 0.50.5≤≤ c c ≤≤ 1 1 
pode ser   aproximada por umapode ser   aproximada por uma
––HipoHipo--exponencialexponencial

µ1=(2/X) {1+sqrt[1+2(c=(2/X) {1+sqrt[1+2(c22--1)]}1)]}--11

µ2=(2/X) {1=(2/X) {1--sqrt[1+2(csqrt[1+2(c22--1)]}1)]}--11

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

�� ContínuaContínua
––Para uma variável aleatória com Para uma variável aleatória com 
distribuição hipodistribuição hipo--exponencial com exponencial com kk fases fases 
e taxas e taxas µµ11, , µµ22,, …, …, µµkk temtem--se:se:

kk

ffXX(x)= (x)= ΣΣj=j=11 aaiiµµiiee11
λλ
ii
t  t  ,   t,   t≥≥00

kk

aaii= = ∏∏j=1,jj=1,j≠≠ii[[µµjj//((µµjj--µµjj)] ,  1)] ,  1≤≤ii≤≤kk
kk

Valor Médio = Valor Médio = ΣΣj=j=11 1/1/µµii

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo

Variáveis AleátóriasVariáveis Aleátórias
ResumoResumo Processos EstocásticosProcessos Estocásticos

�� Processo EstocásticoProcesso Estocástico é definido por um conjunto de variáveis é definido por um conjunto de variáveis 
aleatórias, aleatórias, 

{{X(t) : t X(t) : t ∈∈ TT}, onde }, onde X(t)X(t) é uma variável aleatória para cada é uma variável aleatória para cada t t ∈∈ TT..
t t é denominado parâmetro e cada valor de é denominado parâmetro e cada valor de X(t)X(t) são estados.são estados.
�� Processo Estocástico MarkovianoProcesso Estocástico Markoviano é um processo estocástico é um processo estocástico 

onde as variáveis aleatórias não dependem da história passada.onde as variáveis aleatórias não dependem da história passada.
�� Tipos de Processos EstocásticosTipos de Processos Estocásticos

–– Processos de espaço de estados e tempo discretos Processos de espaço de estados e tempo discretos 
((Discret Time Markov ChainDiscret Time Markov Chain -- DTMCDTMC))

–– Processos de espaço de estados contínuo e tempo discretoProcessos de espaço de estados contínuo e tempo discreto
–– Processos de espaço de estados discreto e tempo contínuo Processos de espaço de estados discreto e tempo contínuo 
((Continuos Time Markov Chain Continuos Time Markov Chain -- CTMCCTMC))

–– Processos de espaço de estados e tempo contínuosProcessos de espaço de estados e tempo contínuos
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Processos EstocásticosProcessos Estocásticos
�� Classificação de Estados:Classificação de Estados:

–– Estado Alcançavel (Estado Alcançavel (reachablereachable): um estado ): um estado ssjj é um alcancável é um alcancável 
de um estado de um estado ssii se se ppijij > 0.> 0.

–– Um subUm sub--conjunto de estado conjunto de estado SS é definido com fechado é definido com fechado 
((closedclosed) se ) se ∀∀ ssii ∈∈ SS, , ∀∀ ssjj ∉∉ SS ppijij = 0.= 0.

–– Um estado é absorvente se ele é o único membro de Um estado é absorvente se ele é o único membro de 
conjunto fechado de estados conjunto fechado de estados SS..

–– Um conjunto fechado de estado Um conjunto fechado de estado SS é dito irredutível   se       é dito irredutível   se       
ppijij > 0> 0 ∀∀ ssii, s, sjj ∈∈ S S (todo estado (todo estado ssjj é alcançável de qualquer é alcançável de qualquer 
estado estado ssii))..

Processos EstocásticosProcessos Estocásticos

�� Processo Estocástico MarkovianoProcesso Estocástico Markoviano é um processo estocástico é um processo estocástico 
onde as variáveis aleatórias não dependem da história passada.onde as variáveis aleatórias não dependem da história passada.

�� ObservamObservam--se dois aspectos associados a ausência de memória:se dois aspectos associados a ausência de memória:
11 Todo estado passado é irrelevante.Todo estado passado é irrelevante.
22 O tempo que o processo passa em um estado é irrelevante.O tempo que o processo passa em um estado é irrelevante.

�� Processo Estocástico SemiProcesso Estocástico Semi--Markoviano Markoviano é uma extensão de um é uma extensão de um 
processo Markoviano onde a restrição processo Markoviano onde a restrição 22 é relaxada.é relaxada.

Discrete Time Markov ChainDiscrete Time Markov Chain
�� O comportamento de O comportamento de 

uma rede estocástica é uma rede estocástica é 
representado por representado por DTMCDTMC

λλ

0                        1  0                        1  
ββ

αα µµ

αα λλ

αα++λλ αα++λλ 00
P  =    P  =    µµ ββ

ββ++µµ ββ++µµ 11

Matriz de Propabilidades

de Próximo Estados

Discrete Time Markov ChainDiscrete Time Markov Chain
�� Soluções para Soluções para SteadySteady--StatesStates

aa1111 aa1212 aa13                 13                 AA11=(a=(a1111 aa1212 aa1313))

P = P = aa2121 aa2222 aa23                 23                 AA22=(a=(a2121 aa2222 aa2323))

aa3131 aa3232 aa33                 33                 AA33=(a=(a3131 aa3232 aa3333))

aaijij -- probabilidadeprobabilidade ∑∑si si ∈∈ SS aaijij=1=1

ΠΠ . P = . P = ΠΠ ,      ,      ∑∑si si ∈∈SS ππii=1=1,  onde ,  onde ππii fornece o fornece o 
número relativo de visitas ao estado número relativo de visitas ao estado ssii

Discrete Time Markov ChainDiscrete Time Markov Chain
�� Soluções para TransienteSoluções para Transiente

ΠΠ(1)= (1)= ΠΠ(0) P,   (0) P,   
ΠΠ(2)= (2)= ΠΠ(1) P = (1) P = ΠΠ(0) P(0) P22

ΠΠ(k)= (k)= ΠΠ(0) P(0) Pnn , k=1,2,... , k=1,2,... 

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain

�� Equação de ChapmanEquação de Chapman--KolmogorovKolmogorov
Considere uma Considere uma CTMCCTMC (não(não--homogênea) homogênea) {X(t): t{X(t): t≥≥0}0} com com 

espaço de estado espaço de estado {0,1,2,...}.{0,1,2,...}. Vamos usar Vamos usar ii,,j j e e kk para para 
denotar estados típicos e denotar estados típicos e ss,,uu e e tt para denotar parâmetro de para denotar parâmetro de 
tempo.tempo.

Para Para 0 0 ≤≤ s s ≤≤ tt, considere , considere ppijij(s,t) = P{X(t)=j | X(s)=i}.(s,t) = P{X(t)=j | X(s)=i}. Pode ser Pode ser 
representada na forma matricial por representada na forma matricial por H(s,t) = [ pH(s,t) = [ pijij(s,t)](s,t)]

A equação de ChapmanA equação de Chapman--KolmogorovKolmogorov
ppijij(s,t) = (s,t) = ∑∑kk ppikik(s,u) p(s,u) pkjkj(u,t);(u,t); 0 0 ≤≤ s s ≤≤ u u ≤≤ tt

Na forma matricial, temos:Na forma matricial, temos:
H(s,t) = H(s,u) H(u,t); 0 H(s,t) = H(s,u) H(u,t); 0 ≤≤ s s ≤≤ u u ≤≤ tt
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Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain

�� Equação de ChapmanEquação de Chapman--KolmogorovKolmogorov
H(s,t) = H(s,u) H(u,t); 0 H(s,t) = H(s,u) H(u,t); 0 ≤≤ s s ≤≤ u u ≤≤ tt
Substituindo Substituindo uu porpor tt e e t t por por t+ht+h, então:, então:
H(s,t+h) = H(s,t) H(t,t+h)H(s,t+h) = H(s,t) H(t,t+h)
SubtraindoSubtraindo--se ambos os lados por se ambos os lados por H(s,t),H(s,t), temos:temos:
H(s,t+h) H(s,t+h) –– H(s,t) = H(s,t) [H(t,t+h) H(s,t) = H(s,t) [H(t,t+h) –– I]I]
DividindoDividindo--se por se por hh e aplicandoe aplicando--se o limite se o limite h h →→ 00, tem, tem--se:se:
limlimh h →→ 00 H(s,t+h) H(s,t+h) –– H(s,t)H(s,t) = H(s,t) [lim= H(s,t) [limh h →→ 00 H(t,t+h) H(t,t+h) –– II]]

h                                          hh                                          h
Levando à equação diferencial parcialLevando à equação diferencial parcial ∂∂H(s,t)H(s,t) = H(s,t)Q(t)= H(s,t)Q(t)

∂∂tt

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain

�� Equação de ChapmanEquação de Chapman--KolmogorovKolmogorov
∂∂H(s,t)H(s,t) = H(s,t)Q(t)       = H(s,t)Q(t)       (forward Kolmogorov eq.)(forward Kolmogorov eq.)

∂∂tt
Onde Onde Q(t) =Q(t) = limlimh h →→ 00 H(t,t+h) H(t,t+h) –– II

hh
Os elementos deOs elementos de Q(t) Q(t) são dados porsão dados por

qqiiii(t) = lim(t) = limh h →→ 00 ppiiii(t,t+h) (t,t+h) –– 11
hh

qqijij(t) = lim(t) = limh h →→ 00 ppijij(t,t+h)(t,t+h) ii≠≠jj
hh

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain

�� Equação de ChapmanEquação de Chapman--KolmogorovKolmogorov
1 1 -- ppiiii(t,t+h) = (t,t+h) = --hqhqiiii(t) + o(h)(t) + o(h)

ppijij(t,t+h) = hq(t,t+h) = hqijij(t) + o(h)(t) + o(h)
Onde Onde o(h)o(h) é uma função de converge para zero mais rápido é uma função de converge para zero mais rápido 

que que hh..
Dado que Dado que ∑∑jj ppijij(s,t) = 1, (s,t) = 1, ∀∀ i, i, portanto:portanto:

∑∑jj qqijij(s,t) = 0, (s,t) = 0, ∀∀ ii
Ou seja, a soma de elementos de uma linha deOu seja, a soma de elementos de uma linha de Q Q éé zero.zero.

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain

�� Equação de ChapmanEquação de Chapman--KolmogorovKolmogorov

∂∂H(s,t)H(s,t) = H(s,t)Q(t)       = H(s,t)Q(t)       (forward Kolmogorov eq.)(forward Kolmogorov eq.)

∂∂tt
Para cadeias Para cadeias homogêneashomogêneas, tem, tem--se:se:

Q(t) = QQ(t) = Q ee H(s,t) = H(s,t) = ΠΠ(t)(t)

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain

�� Steady State AnalysisSteady State Analysis
ddΠΠ(t)(t) = = ΠΠ(t)Q  (t)Q  (homogêneas)(homogêneas)
dtdt
Em estado estacionário (tEm estado estacionário (t→∞→∞), pode ser que ), pode ser que 

limlimtt→∞→∞ ΠΠ(t) = (t) = ΠΠ(t) exista.(t) exista.

Caso exista, então Caso exista, então ∑∑sisi∈∈SS ππsisi=1=1

ddΠΠ(t)(t) = = 00, então , então ΠΠQ  = 0Q  = 0
dtdt

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain
�� Soluções para Soluções para SteadySteady--StatesStates
ΠΠQ = Q = 00
∑∑sisi∈∈SS ππsisi=1=1

Onde Onde ππss fornece a fornece a steadysteady--state probabilitystate probability de de 
um sistema estar no estado um sistema estar no estado ssii

�� Soluções TransientesSoluções Transientes
ddΠΠ(t)(t) = = ΠΠ(t)Q  (t)Q  
dtdt
Onde Onde ππ(t)(t)sisi é probabilidade de se estar na estado é probabilidade de se estar na estado 
ssii no instante no instante tt



32

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain
�� Uma CTMC é dita irredutível se  Uma CTMC é dita irredutível se  ppijij > 0> 0 ∀∀ ssii, , 
ssjj ∈∈ S S (todo estado (todo estado ssjj é alcançável de é alcançável de 
qualquer estado qualquer estado ssii))..

�� Uma CTMC finita, irredutível e homogênea é Uma CTMC finita, irredutível e homogênea é 
dita ergódica (dita ergódica (ergodicergodic) se o vetor de ) se o vetor de 
probabilidade estacionária (probabilidade estacionária (steadysteady--state state 
probability vectorprobability vector) ) ΠΠ existeexiste..

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain
�� Soluções para Soluções para SteadySteady--StatesStates
ΠΠQ = Q = 00 ∑∑sisi∈∈SS ππsisi=1=1

�� Métodos diretosMétodos diretos
–– Eliminação de GaussEliminação de Gauss
–– Decomposição LUDecomposição LU
–– Método de GrassmannMétodo de Grassmann

�� Métodos IterativosMétodos Iterativos
–– Power MethodPower Method
–– Método de JacobiMétodo de Jacobi
–– Método de GaussMétodo de Gauss--SeidelSeidel

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain
�� Suponha um sistema representado por um Suponha um sistema representado por um 
autômato estocástico, onde:autômato estocástico, onde:
–– S = {0,1,2}S = {0,1,2}
–– E = {a,d}E = {a,d}
–– f(0,a)=1, f(1,a)=2, f(2,a)=2, f(2,d)=0f(0,a)=1, f(1,a)=2, f(2,a)=2, f(2,d)=0
–– ΓΓ(0) = {a}, (0) = {a}, ΓΓ(1) = {a}, (1) = {a}, ΓΓ(2) = {a,d}(2) = {a,d}
–– Os eventosOs eventos a a ocorrem comocorrem com taxa taxa igualigual = = λλ, , 

–– Os eventosOs eventos d d ocorrem comocorrem com taxa taxa igualigual = = µµ
0 1 2

a               a              a

d

State Transition Diagram

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain
�� State Transition Rate DiagramState Transition Rate Diagram

-- λλ λλ 00 00
�� Q =      0Q =      0 --λλ λλ 11

µµ 0     0     -- µµ 22
0     1     20     1     2

ππππ0= ππππ1= µµ / (2 / (2 µµ ++ λλ))
ππππ2= λλ / (2 / (2 µµ ++ λλ))

0 1 2
λ λ

µ
∑si∈S ππππsi=1

ΠΠ Q = 0

(ππππ0, ππππ1, ππππ2) Q = (0,0,0)

- λ ππππ0 + µ ππππ2 = 0

λ ππππ0 - λ ππππ1 = 0

-λ ππππ1 - µ ππππ2 = 0

ππππ0 + ππππ1 + ππππ2 =1

�� State Transition Rate DiagramState Transition Rate Diagram

-- λλ λλ 00 00 00
�� Q =      0Q =      0 --((γγ++µµ))µµ γγ 11

δδ 0     0     -- δδ 00 22
σσ 00 00 --σσ 33
0     1     20     1     2 33

λ µ
γ

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain

0 1
2

∑si∈S ππππsi=1

ΠΠ Q = 0

(ππππ0, ππππ1, ππππ2, ππππ3) Q = (0,0,0)

T = 1 / (ππππ0 × × × × λ ) - Tempo médio

3

δ

σ

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain
�� Soluções TransientesSoluções Transientes

ddΠΠ(t)(t) = = ΠΠ(t)Q (t)Q ,, ΠΠ(0) = ((0) = (ππ00(0), ...,(0), ...,ππnn--11(0))(0))
dtdt
Onde Onde ππsisi(t) (t) é probabilidade de se estar na estado é probabilidade de se estar na estado 
ssii no instante no instante tt

Métodos de Solução:Métodos de Solução:
–– Solução via Sistemas de Eq. Diferencial OrdináriaSolução via Sistemas de Eq. Diferencial Ordinária
–– Solução através de transformada de LaplaceSolução através de transformada de Laplace
–– RungeRunge--KuttaKutta
–– Uniformização (Transformar CTMC em DTMC)Uniformização (Transformar CTMC em DTMC)
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Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain
�� Soluções TransientesSoluções Transientes
ddΠΠ(t)(t) = = ΠΠ(t)Q (t)Q ,, ΠΠ(0) = ((0) = (ππ00(0), ...,(0), ...,ππnn--11(0))(0))
dtdt
Uma solução formal para o sistema acima é:Uma solução formal para o sistema acima é:

ΠΠ(t)=(t)=ΠΠ(0)e(0)eQtQt

Pela série de Taylor/MacLaurin, temos:Pela série de Taylor/MacLaurin, temos:
eeQtQt= I + Qt/1! + (Qt)= I + Qt/1! + (Qt)22/2! + (Qt)/2! + (Qt)33/3! + ...                /3! + ...                

∞∞

= = ΣΣk=0k=0 ((Qt)Qt)kk/k!/k!

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain
�� Soluções TransientesSoluções Transientes

∞∞

ΠΠ(t)=(t)=ΠΠ(0)e(0)eQtQt = = ΠΠ(0)(0)ΣΣk=0k=0 ((Qt)Qt)kk/k!/k!
�� Problemas de arrendodamento ocorrem devido aos Problemas de arrendodamento ocorrem devido aos 
valores positivos e negativos que ocorrem em Q.valores positivos e negativos que ocorrem em Q.

�� A matriz A matriz ((Qt)Qt)kk se torna nãose torna não--esparsa o que esparsa o que 
requer capacidade muito maior. requer capacidade muito maior. 

Para evitar estes problemas aplicaPara evitar estes problemas aplica--se o método se o método 
chamado de uniformização (ou aleatorização chamado de uniformização (ou aleatorização --
RandomizationRandomization) também chamado de método de ) também chamado de método de 
JensenJensen

�� UniformizaçãoUniformização

qij

qik

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain

i
j

k

Λ(i) = qij+ qik

Sabe-se também que:

pij = qij/ Λ(i)  e pik = qik/ Λ(i)

Considere uma taxa uniforme

λ onde:

λ = qij+ qik+ ν
e ν ≥ 0 é a taxa de arbitrária de 

um evento fictício que se 

deseja introduzir e que não muda 

de estado i.

CTMC

�� UniformizaçãoUniformização

qij

qik

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain

i
j

k

qij/ λ

qik/ λ

i
j

k

Λ(i) = qij+ qik

Sabe-se também que:

pij = qij/ Λ(i)  e pik = qik/ Λ(i)

λ = qij+ qik+ ν

λ ≥ max∀si∈S{|qij|}

ν / λ

CTMC
DTMC

�� UniformizaçãoUniformização

� P = I + Q/ λ

� Q = λ(P - I) 

qij

qik

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain

i
j

k

qij/ λ

qik/ λ

i
j

k

λ = qij+ qik+ ν

λ ≥ max∀si∈S{-qij}

ν / λ

CTMC
DTMC

�� UniformizaçãoUniformização
--4   2   2  4   2   2  2   2   22   2   2

�� Q =    1  Q =    1  --2   12   1 P = 1   1   4   1P = 1   1   4   1
6   0  6   0  --66 66 6   0   06   0   0

� P = I + Q/ λ
� Q = λ(P - I) 

� λ ≥ max∀si∈S{|qij|}

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain

1 2

3

2

1

12

6
1 2

3

2/6

1/6

1/62/6

1

2/6 4/6
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Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain
�� Soluções TransientesSoluções Transientes
ΠΠ(t)=(t)=ΠΠ(0)e(0)eQtQt = = ΠΠ(0)e(0)eλλ(P (P -- I)I)tt

= = ΠΠ(0)e(0)eλλPPt t ee--λλIItt = = ΠΠ(0)e(0)eλλPPt t ee--λλtt ==

∞∞

ΠΠ(0) e(0) e--λλt t eeλλPPt  t  = = ΠΠ(0) e(0) e--λλt t ΣΣn=0n=0 ((λλPtPt))nn/n! =/n! =

∞∞

ΠΠ(0) e(0) e--λλt t ΣΣn=0n=0 ((λλt)t)nnPPnn/n! , n/n! , n∈ℵ∈ℵ

Na matriz P os valores estão entre 0 e 1. Não há valores Na matriz P os valores estão entre 0 e 1. Não há valores 
negativos, o que evita os erros de arrendodamento que negativos, o que evita os erros de arrendodamento que 
ocorrem na expansão com a matriz Q.   ocorrem na expansão com a matriz Q.   

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain
�� Soluções TransientesSoluções Transientes

∞∞

ΠΠ(t)=(t)=ΠΠ(0)e(0)eQtQt = = ΠΠ(0) (0) ee--λλt t ΣΣn=0n=0 ((λλt)t)nnPPnn/n!  , /n!  , 
nn∈ℵ∈ℵ

ψψ((λλt,n) = [t,n) = [ee--λλt t ((λλt)t)nn]/n!]/n! , , nn∈ℵ∈ℵ

∞∞

ΠΠ(t)=(t)=ΠΠ(0)(0) ΣΣn=0n=0 ψψ((λλt,n)t,n)PPnn , n, n∈ℵ∈ℵ

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain
�� Soluções TransientesSoluções Transientes

∞∞

ΠΠ(t)=(t)=ΣΣn=0n=0 ψψ((λλt,n) t,n) ΠΠ(0)P(0)Pnn , n, n∈ℵ∈ℵ

Uma solução iterativa:Uma solução iterativa:
∞∞ ^̂

ΠΠ(t)=(t)=ΣΣn=0n=0 ψψ((λλt,n) t,n) ΠΠ(n)(n) , n, n∈ℵ∈ℵ

^                        ^             ^^                        ^             ^
ΠΠ(0)= (0)= ΠΠ(0), (0), ΠΠ(n) = (n) = ΠΠ(n(n--1)P1)P , n, n∈ℵ∈ℵ

Podemos truncar a série de maneira que a se Podemos truncar a série de maneira que a se 
atinja uma exatidão atinja uma exatidão εε. . 

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain
�� Soluções TransientesSoluções Transientes
Portanto:Portanto:
~              ke                         ~              ke                         ^̂
ΠΠ(t)=(t)=ΣΣn=0n=0 ψψ((λλt,n) t,n) ΠΠ(n)(n) , n, n∈ℵ∈ℵ

~                                    ~                                    ∞∞

|| || ΠΠ(t)(t)-- ΠΠ(t)|| = {[(t)|| = {[ΠΠ(0) e(0) e--λλt t ΣΣn=0n=0 ((λλPtPt))nn/n!]  /n!]  --

ke ke 

[[ΠΠ(0) e(0) e--λλt t ΣΣn=0n=0 ((λλPtPt))nn/n! ]} = /n! ]} = εε

∞∞

Sabemos queSabemos que ΠΠ(0) e(0) e--λλt t ΣΣn=0n=0 ((λλPtPt))nn/n! =1/n! =1

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain
�� Soluções TransientesSoluções Transientes
Portanto:Portanto:

~ ~ ke ke 

|| || ΠΠ(t)(t)-- ΠΠ(t)|| = 1(t)|| = 1 -- ΠΠ(0) e(0) e--λλt t ΣΣn=0n=0 ((λλPtPt))nn/n! = /n! = εε
ke ke 

ΠΠ(0) e(0) e--λλt t ΣΣn=0n=0 ((λλPtPt))nn/n! = 1/n! = 1-- εε ⇒⇒
ke ke 

ΣΣn=0n=0 ee--λλt t ((λλtt))nn/n! /n! ≤≤ 11-- εε ⇒⇒

ke ke 

ΣΣn=0n=0 ((λλtt))nn/n! /n! ≤≤ (1(1-- εε) ) eeλλtt

�� Solução Transiente (exemplo)Solução Transiente (exemplo)
--4   2   2  4   2   2  2   2   22   2   2

�� Q =    1  Q =    1  --2   12   1 P = 1   1   4   1P = 1   1   4   1
6   0  6   0  --66 66 6   0   06   0   0

� P = I + Q/ λ
� Q = λ(P - I) 

� λ ≥ max∀si∈S{|qij|}

�� Considere Considere εε=10=10--44

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain

1 2

3

2

1

12

6
1 2

3

2/6

1/6

1/62/6
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��Solução Transiente (exemplo)Solução Transiente (exemplo)
--4   2   2  4   2   2  2   2   22   2   2

��Q =    1  Q =    1  --2   12   1 P = 1   1   4   1P = 1   1   4   1
6   0  6   0  --66 6     6   0   06     6   0   0

ke ke 
ΣΣn=0n=0 ((λλtt))nn/n! /n! ≤≤ (1(1-- εε) ) eeλλtt

Dado Dado λλ= 6 e considerando  = 6 e considerando  εε=10=10--44

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain
�� Solução Transiente (exemplo)Solução Transiente (exemplo)

tt 0,10,1 0,20,2 0,50,5 11 55 1010 2020 5050 100100
ke   5ke   5 77 1111 1717 5252 9191 163163 367367 693693

Para Para t =0,1t =0,1 ⇒⇒ ke = 5ke = 5 Portanto:Portanto:
^                        ^                        
ΠΠ(0)= (0)= ΠΠ(0) = (1,0,0)  (0) = (1,0,0)  obtêmobtêm--se:se:
^            ^           ^           ^          ^^            ^           ^           ^          ^
ΠΠ(1) , (1) , ΠΠ(2) , (2) , ΠΠ(3) , (3) , ΠΠ(4) , (4) , ΠΠ(5) (5) através deatravés de

^̂ ^̂
ΠΠ(n) = (n) = ΠΠ(n(n--1)P1)P , n, n∈∈{1,2,3,4,5}{1,2,3,4,5}

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain

�� Solução Transiente (exemplo)Solução Transiente (exemplo)

tt 0.10.1 0.20.2 0.50.5 11 55 1010 2020 5050 100100
ke   5ke   5 77 1111 1717 5252 9191 163163 367367 693693

Para Para t =0.1t =0.1 ⇒⇒ ke = 5ke = 5

ψψ((0.6,n) = [0.6,n) = [ee--λλt t ((λλt)t)nn]/n!]/n! , , nn∈∈{1,2,3,4,5}{1,2,3,4,5}
~                     5                         ~                     5                         ^̂
ΠΠ(0.1)=(0.1)=ΣΣn=0n=0 ψψ((0.6,n) 0.6,n) ΠΠ(n)(n) , n, n∈∈{1,2,3,4,5}{1,2,3,4,5}

Continuos Time Markov ChainContinuos Time Markov Chain Redes com PrioridadeRedes com Prioridade

�� Definição:Definição:
PN=(P,T,I,O,H,PN=(P,T,I,O,H,ΠΠ,M,M00))

P,T,I,OP,T,I,O definidos como definidos como 
usualmente.usualmente.

H : PH : P××T T →→ ℵℵ é a função de é a função de 
mapeamento de que mapeamento de que 
representam os arcos representam os arcos 
inibidoresinibidores

ΠΠ : T : T →→ ℵℵ é uma função que é uma função que 
mapeia às transições níveis de mapeia às transições níveis de 
prioridade.prioridade.

MM00-- Marcação inicial Marcação inicial -- MM00: P : P →→ ℵℵ

p1      tl     p2      th       p3      ti          p4         tj             p6

p5        tk         p7

Redes com PrioridadeRedes com Prioridade

�� PN=(P,T,I,O,H,PN=(P,T,I,O,H,ΠΠ,M,M00))

Remoção da ConfusãoRemoção da Confusão
••ππll = = ππkk
••ππhh,,ππii,,ππjj > > ππkk

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
�� Definição:Definição:
SPN=(P,T,I,O,W,MSPN=(P,T,I,O,W,M00))

p1p1

s      t1s      t1

p2p2
p     t2        f     t3p     t2        f     t3

p3 p3 

t4       r    t4       r    

PP é o conjunto de lugares,é o conjunto de lugares,
TT o conjunto de transições, o conjunto de transições, 
I: PI: P××T T →→ ℵℵ é a função de é a função de 

mapeamento de que mapeamento de que 
representam as prérepresentam as pré--condições,condições,

OO : P: P××T T →→ ℵℵ é a função de é a função de 
mapeamento de que mapeamento de que 
representam as pósrepresentam as pós--condiçõescondições

W : T W : T →→ �� ((ou ou W : TW : T××MM →→ ��)) é é 
uma função que associa taxas de uma função que associa taxas de 
distribuição exponencial às distribuição exponencial às 
transiçõestransições

MM00-- Marcação inicial Marcação inicial -- MM00: P : P →→ ℵℵ
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Redes EstocásticasRedes Estocásticas

�� Definição:Definição:
SPN=(P,T,I,O,H,W,MSPN=(P,T,I,O,H,W,M00))

PP é o conjunto de lugares,é o conjunto de lugares,
TT o conjunto de transições, o conjunto de transições, 
I: PI: P××T T →→ ℵℵ é a função de é a função de 

mapeamento de que mapeamento de que 
representam as prérepresentam as pré--condições,condições,

OO : P: P××T T →→ ℵℵ é a função de é a função de 
mapeamento de que mapeamento de que 
representam as pósrepresentam as pós--condições condições 

H : PH : P××T T →→ ℵℵ é a função de é a função de 
mapeamento de que mapeamento de que 
representam os arcos inibidoresrepresentam os arcos inibidores

W : T W : T →→ ℜℜ++ ((ou ou W : TW : T××MM →→ ℜℜ++)) é é 
uma função que associa taxas de uma função que associa taxas de 
distribuição exponencial às distribuição exponencial às 
transiçõestransições

MM00-- Marcação inicial Marcação inicial -- MM00: P : P →→ ℵℵ

p1

p2

p3

p4

t1 t2

t3t4

λ1

λ2

λ4 λ3

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
Semântica de Disparo de TransiçãoSemântica de Disparo de Transição
�� Uma transição Uma transição ttjj é é disparáveldisparável se estiver habilitadase estiver habilitada

–– Regras de habilitaçãoRegras de habilitação
M[M[ttjj > ,          M(pi) > ,          M(pi) >=Ι(>=Ι(pi, pi, ttjj))

∀∀ pi pi ∈∈PP

�� Transições com Transições com delays delays menoresmenores disparam primeiro (disparam primeiro (RaceRace))

�� Enabling MemoryEnabling Memory, resampling, age memory, resampling, age memory

�� Regras de disparoRegras de disparo
Se M[Se M[ttjj >M’>M’
M’(pi)=M0(pi) M’(pi)=M0(pi) -- I(pi, I(pi, ttjj)+O(pi, )+O(pi, ttjj),  ),  ∀∀ pi pi ∈∈PP

Redes EstocásticasRedes Estocásticas

�� Definição:Definição:
SPN=(P,T,I,O,W,MSPN=(P,T,I,O,W,M00))

W : T       W : T       ℜℜ++ ∪∪ {0}{0}
p1p1
s      t1s      t1

p2p2
p      t2      f       t3p      t2      f       t3

p3 p3 

t4       r    t4       r    

�� Grafo de MarcaçõesGrafo de Marcações

M0M0
t2     t1     t4t2     t1     t4
M1 M1 

t3 t3 
M2M2

1,0,0

0,1,0

0,0,1

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
�� Definição:Definição:
SPN=(P,T,I,O,W,MSPN=(P,T,I,O,W,M00))
W : T W : T ℜℜ++ ∪∪ {0}{0}

p1p1
s      t1s      t1

p2p2
p      t2      f       t3p      t2      f       t3

p3 p3 

t4       r    t4       r    

�� Grafo de MarcaçõesGrafo de Marcações

M0M0
t2    t2    

t1     t4t1     t4
M1 M1 

t3 t3 
M2M2

1,0,0

0,1,0

0,0,1

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
�� Definição:Definição:
SPN=(P,T,I,O,W,MSPN=(P,T,I,O,W,M00))
W : TW : T ℜℜ++ ∪∪ {0}{0}

p1p1
s      t1s      t1

p2p2
p      t2      f       t3p      t2      f       t3

p3 p3 

t4       r    t4       r    

�� Grafo de MarcaçõesGrafo de Marcações

M0M0
t2   t2   

t1     t4t1     t4
M1 M1 

t3 t3 
M2M2

1,0,0

0,1,0

0,0,1

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
�� Definição:Definição:
SPN=(P,T,I,O,W,MSPN=(P,T,I,O,W,M00))
W : T W : T ℜℜ++ ∪∪ {0}{0}

p1p1
s      t1s      t1

p2p2
p      t2      f       t3p      t2      f       t3

p3 p3 

t4       r    t4       r    

�� Grafo de MarcaçõesGrafo de Marcações

M0M0
t2  t2  

t1     t4t1     t4
M1M1

t3 t3 
M2M2

1,0,0

0,1,0

0,0,1
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Redes EstocásticasRedes Estocásticas
�� Definição:Definição:
SPN=(P,T,I,O,W,MSPN=(P,T,I,O,W,M00))
W : TW : T ℜℜ++ ∪∪ {0}{0}

p1p1
s      t1s      t1

p2p2
p      t2      f       t3p      t2      f       t3

p3 p3 

t4       r    t4       r    

�� Grafo de MarcaçõesGrafo de Marcações

M0M0
t2    t2    

t1     t4t1     t4
M1 M1 

t3 t3 
M2M2

1,0,0

0,1,0

0,0,1

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
�� Definição:Definição:
SPN=(P,T,I,O,W,MSPN=(P,T,I,O,W,M00))
W : T W : T ℜℜ++ ∪∪ {0}{0}

p1p1
s      t1s      t1

p2p2
p      t2      f       t3p      t2      f       t3

p3 p3 

t4       r    t4       r    

�� Grafo de MarcaçõesGrafo de Marcações

M0M0
t2   t2   

t1     t4t1     t4
M1 M1 

t3 t3 
M2M2

1,0,0

0,1,0

0,0,1

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
�� Definição:Definição:
SPN=(P,T,I,O,W,MSPN=(P,T,I,O,W,M00))
W : T W : T ℜℜ++ ∪∪ {0}{0}

p1p1
s      t1s      t1

p2p2
p      t2      f       t3p      t2      f       t3

p3 p3 

t4       r    t4       r    

�� Grafo de MarcaçõesGrafo de Marcações

M0M0
t2     t1     t4t2     t1     t4
M1 M1 

t3 t3 
M2M2

1,0,0

0,1,0

0,0,1

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
�� Em geral, a CTMC associada a uma SPN Em geral, a CTMC associada a uma SPN 
é obtida da seguinte maneira:é obtida da seguinte maneira:
–– O espaço de estados S = {sO espaço de estados S = {sii} corresponde } corresponde 
ao ao reachability setreachability set RS(N,MRS(N,M00) = {M) = {Mii} da } da 
rede marcada N.rede marcada N.

–– As As transition rates transition rates de cada estado sde cada estado sii
(corresponde a marcação M(corresponde a marcação Mii) para cada ) para cada 
estado sestado sjj (M(Mjj) é obtido pela soma de todas ) é obtido pela soma de todas 
as as firing rates firing rates associadas às transições que associadas às transições que 
estão habilitadas em Mestão habilitadas em Mii e cujo disparo leva e cujo disparo leva 
a Ma Mjj. . 

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
�� AssumindoAssumindo--se que todas as transições operam em se que todas as transições operam em Single Single 

Server Semantics Server Semantics (SS) e taxas ((SS) e taxas (ratesrates) independentes da ) independentes da 
marcação, temmarcação, tem--se:se:

∑∑tk tk ∈∈ ej(Mi)ej(Mi) ωωkk ii≠≠jj
�� qqijij ==

-- qqii i=ji=j
onde   Q = [qonde   Q = [qijij] gerador infinitesimal (matriz de taxas)] gerador infinitesimal (matriz de taxas)
qqjj= = ∑∑tk tk ∈∈ e(Mi)e(Mi) ωωkk

ωωkk é a taxa de disparo de té a taxa de disparo de tkk..

eejj(M(Mii) = {t) = {tk k |t|tkk ∈∈ e(Me(Mii) ) ∧∧ MMii[t[tkk>M>Mj j }é o conjunto de transições }é o conjunto de transições 
que estão hablitadas em Mque estão hablitadas em Mii e cujo disparo levam a Me cujo disparo levam a Mjj. . 

e(Me(Mii) conjunto de transições habilitadas em M) conjunto de transições habilitadas em Mii..

Redes Estocásticas Redes Estocásticas 
Generalizada (GSPN)Generalizada (GSPN)

�� Definição:Definição:
GSPN=(P,T,I,O,H,GSPN=(P,T,I,O,H,ΠΠ,W,M,W,M00))

P,T,I,OP,T,I,O definidos como usualmente.definidos como usualmente.
H : PH : P××T T →→ ℵℵ é a função de é a função de 

mapeamento de que representam mapeamento de que representam 
os arcos inibidoresos arcos inibidores

ΠΠ : T : T →→ 0  0  se se tt for temporizadafor temporizada
(Prioridade)(Prioridade) ℵℵ++ se se tt for imediatafor imediata
W : T W : T →→ ℜℜ++ ((ou ou W : TW : T××MM →→ ℜℜ++)) é é 

11..uma função que associa uma função que associa taxas de taxas de 
distribuição exponencialdistribuição exponencial às às 
transições temporizadastransições temporizadas ee
22..pesospesos usados na computação das usados na computação das 
probabilidades de disparo das probabilidades de disparo das 
transições imediatastransições imediatas

MM00-- Marcação inicial Marcação inicial -- MM00: P : P →→ ℵℵ

p1

p2

p3

p4

t1 t2

t3t4

λ1

λ4
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Redes Estocásticas Redes Estocásticas 
Generalizada (GSPN)Generalizada (GSPN)

Semântica de Disparo de TransiçãoSemântica de Disparo de Transição
�� Uma transição Uma transição ttjj é é disparáveldisparável se estiver habilitadase estiver habilitada

–– Regras de habilitaçãoRegras de habilitação
M[M[ttjj > ,          M(pi) > ,          M(pi) >=Ι(>=Ι(pi, pi, ttjj))

∀∀ pi pi ∈∈PP
�� Transições com Transições com delays delays menoresmenores disparam primeiro (disparam primeiro (RaceRace))
�� Transições Transições imediatasimediatas disparam disparam instantaneamenteinstantaneamente com com 

prioridades sobre as temporizadasprioridades sobre as temporizadas
�� Diferentes Diferentes níveis de prioridade níveis de prioridade são associados às são associados às transições transições 

imediatas.imediatas.
�� Transições imediatas Transições imediatas comcom mesmo nível de prioridade mesmo nível de prioridade 

associadaassociada disparam disparam de acordo com ode acordo com o peso associado peso associado a cada a cada 
uma.uma.

�� Enabling MemoryEnabling Memory, resampling, age memory, resampling, age memory
�� Regras de disparoRegras de disparo

Se M[Se M[ttjj >M’>M’
M’(pi)=M0(pi) M’(pi)=M0(pi) -- I(pi, I(pi, ttjj)+O(pi, )+O(pi, ttjj),  ),  ∀∀ pi pi ∈∈PP

Redes Estocásticas Redes Estocásticas 
Generalizada (GSPN)Generalizada (GSPN)

Reachability Set Reachability Set 
RS = VS RS = VS ∪∪ TSTS

VS VS ∩∩ TS = TS = ∅∅
VSVS –– Vanishing set:Vanishing set:
Marcações em que as Marcações em que as 
transições disparáveis transições disparáveis 
são imediatas.são imediatas.

TSTS –– Tangible set:Tangible set:
Marcações onde as Marcações onde as 
transições habilitadas transições habilitadas 
são temporizadas.são temporizadas.

p1

t1 µ

p2

p3 p4

t2

α β

t3

t4

λ1

t5

λ2

Redes Estocásticas Redes Estocásticas 
Generalizada (GSPN)Generalizada (GSPN)

�� Grafo de MarcaçõesGrafo de Marcações

1,0,0,0

0,1,0,0
0,0,1,0

p1

t1 µ

p2

p3 p4

t2

α β

t3

t4

λ1

t5

λ2

0,0,0,1

t4             

t1       t5

t2             t3

1,0,0,0

0,0,1,0 0,0,0,1

λ2λ1
µ.  α

α+ β

µ. β
α+ β

Tangible

marking

Vanishing

marking

Redes EstocásticasRedes Estocásticas

�� Para garantir a existência de probabilidade Para garantir a existência de probabilidade 
estacionária, a rede deve ser:estacionária, a rede deve ser:

⌫⌫ limitadalimitada (bounded)(bounded)
⌫⌫ reversívelreversível e e 
⌫⌫ livre de bloqueiolivre de bloqueio (deadlock(deadlock--free)free)

⌫⌫∏∏Q = Q = 0, 0, ∑∑MiMi∈∈RS(N)RS(N) ππii=1=1
Probabilidade estacionária de uma marcação Probabilidade estacionária de uma marcação MMii

((ππ11,...,,...,ππii,..., ,..., ππnn) Q = (0,...,0,...,0)) Q = (0,...,0,...,0)

∑∑11
n n ππii=1 =1 

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
�� Soluções TransientesSoluções Transientes

ddΠΠ(t)(t) = = ΠΠ(t)Q (t)Q ,, ΠΠ(0) = ((0) = (ππ00(0), ...,(0), ...,ππnn--11(0))(0))
dtdt

Uma solução formal para o sistema acima é:Uma solução formal para o sistema acima é:

ΠΠ(t)=(t)=ΠΠ(0)e(0)eQtQt

Redes EstocásticasRedes Estocásticas

�� Dadas Dadas MMjj ∈∈ TS(N),TS(N), a probabilidade de se a probabilidade de se 
disparar disparar ttkk em em MMj j é:é:
p(tp(tkk,M,Mjj)= )= λλkk//λλj,j,,   ,   λλjj= = ΣΣ tt∈∈ΤΤjj λλtt

TTjj = {t | M= {t | Mjj [t>}[t>}
λλtt é a taxa associada a transição é a taxa associada a transição tt através através 

da da W  W  
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Redes EstocásticasRedes Estocásticas
�� Dadas Dadas MMii ∈∈ VS(N),VS(N), a probabilidade de se disparar a probabilidade de se disparar ttkk
em em MMiié:é:
p(tp(tkk,M,Mii)= )= ωωkk//ωωkk(M(Mii), ), 

ωωkk(M(Mii)= )= ΣΣ tjtj∈∈{Ε{ΕCS(tk) CS(tk) ∧∧ Mi [tj>}Mi [tj>} ωωjj

ECS(tk) ECS(tk) –– Extended Conflict SetExtended Conflict Set
ωωkk(M(Mii) ) o peso associado à transiçãoo peso associado à transição ttkk na marcaçãona marcação MMii..

Caso haja mais de uma transição imediata, de diferentes Caso haja mais de uma transição imediata, de diferentes 
ECS, habilitadas em uma marcação M, não importa a ECS, habilitadas em uma marcação M, não importa a 
ordem de disparo, desde que a rede seja livre de ordem de disparo, desde que a rede seja livre de 
confusão.confusão.

Redes EstocásticasRedes Estocásticas

�� Tempo de permanência numa marcação Tempo de permanência numa marcação 
((sojourn timesojourn time))

tmtmii = min = min ttjj∈∈TTii(1/(1/λλj j ))

TTii = {t= {tj j | M| Mii[t[tjj >}>}

Redes EstocásticasRedes Estocásticas

�� Probabilidade que um Probabilidade que um 
lugar lugar ppjj tenha tenha kk marcasmarcas

p(pj,k) = p(pj,k) = ∑∑ii∈∈SS1 1 ppii

SS 1 1 = { i = { i ∈∈{1,2,..,S} | M{1,2,..,S} | Mii(p(pjj)=k})=k}

�� Número esperado de Número esperado de 
marcas no lugar marcas no lugar ppjj

KK

Em(pEm(pjj) = ) = ∑∑ x .x .p(pj,x)p(pj,x)

xx=1=1
K K é o número máximo de marcas é o número máximo de marcas 
que o lugar que o lugar pj pj pode conter pode conter 

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
��Throughput rateThroughput rate de uma de uma 
transiçãotransição

TR(tTR(tjj) = ) = ∑∑ii∈∈S2S2 ppii . . λλ(t(tjj))
SS 2 2 = { i = { i ∈∈{1,2,..,S} | M{1,2,..,S} | Mii[t[tjj>}>}

•• ppii é a probabilidade estacionária de é a probabilidade estacionária de 
uma marcaçãouma marcação Mi Mi que habilitaque habilita ttjj

•• λλ(t(tjj)) é a taxa associada a transiçãoé a taxa associada a transição

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
��Tempo médio de disparo de Tempo médio de disparo de 
uma transiçãouma transição

T= 1/TR(tT= 1/TR(tjj) = 1/() = 1/(∑∑ii∈∈S2S2 ppii . . λλ(t(tjj))))
SS 2 2 = { i = { i ∈∈{1,2,..,S} | M{1,2,..,S} | Mii[t[tjj>}>}

•• ppii é a probabilidade estacionária de é a probabilidade estacionária de 
uma marcaçãouma marcação Mi Mi que habilitaque habilita ttjj

•• λλ(t(tjj)) é a taxa associada a transiçãoé a taxa associada a transição

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
�� Aproximando Outras DistribuiçõesAproximando Outras Distribuições

–– Variáveis SuplementaresVariáveis Suplementares

–– Aproximação por FasesAproximação por Fases
�� Moment MatchingMoment Matching

Para encontrar uma distribuição por fase Para encontrar uma distribuição por fase 
adequada para uma distribuição genérica, duas adequada para uma distribuição genérica, duas 
atividades são fundamentais:atividades são fundamentais:
�� Determinar o tipo de aproximação necessária.Determinar o tipo de aproximação necessária.
�� Encontrar os parâmetros numéricos da aproximação.  Encontrar os parâmetros numéricos da aproximação.  
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Redes EstocásticasRedes Estocásticas
�� Aproximação por FasesAproximação por Fases
Pontos a serem considerados na escolha de uma Pontos a serem considerados na escolha de uma 
aproximação por fases.aproximação por fases.
––Qualidade da aproximaçãoQualidade da aproximação: quanto mais : quanto mais 
próximo for a distribuição por fase da próximo for a distribuição por fase da 
distribuição real, melhor.distribuição real, melhor.
��Medidas de aproximação:Medidas de aproximação:

––Moment matchingMoment matching
–– Encontrar um pdf (ou cdf) que seguem a pdf real Encontrar um pdf (ou cdf) que seguem a pdf real 
numa determinada região de interesse.numa determinada região de interesse.

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
�� Aproximação por FasesAproximação por Fases
Pontos a serem considerados na escolha de uma Pontos a serem considerados na escolha de uma 
aproximação por fases.aproximação por fases.
–– Número de Estados da AproximaçãoNúmero de Estados da Aproximação: é importante : é importante 
fazer com que o número de estados seja o menor fazer com que o número de estados seja o menor 
possível.possível.

–– Facilidade da obtenção do modelo markoviano Facilidade da obtenção do modelo markoviano 
resultanteresultante: pode ser possível obter uma : pode ser possível obter uma 
aproximação que gere excelentes resultados. No aproximação que gere excelentes resultados. No 
entanto, pode não ser fácil a integração no modelo entanto, pode não ser fácil a integração no modelo 
markoviano resultmarkoviano resultaante.nte.

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
�� Aproximação por FasesAproximação por Fases
Pontos a serem considerados na escolha de uma Pontos a serem considerados na escolha de uma 
aproximação por fases.aproximação por fases.

–– Facilidade de obtenção dos parâmetros da Facilidade de obtenção dos parâmetros da 
aproximaçãoaproximação: quanto mais parâmetros sejam : quanto mais parâmetros sejam 
necessários para especificar a aproximação, mais necessários para especificar a aproximação, mais 
difícil se torna para encontrádifícil se torna para encontrá--los.los.

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
�� Aproximação por FasesAproximação por Fases
��Distribuição de ErlangDistribuição de Erlang

–– ττ = = ττ11 + + ττ2 2 ((λλ1 1 = 1/= 1/µµ11,,λλ2 2 = 1/ = 1/ µµ22))

–– ffττ(t)= (f(t)= (fττ11∗∗ffττ2 2 )(t) = )(t) = λλ1 1 λλ22(e(e--λλ1t1t -- ee--λλ2t2t)/()/(λλ11-- λλ22))
––Generalizando paraGeneralizando para n n fases iguais afases iguais a λλ..

�� ffττ(t)= ((t)= (λλnn tt(n(n--1)1) ee--λλtt)/(n)/(n--1)! , t1)! , t≥≥0 0 

t1               t2

λλ1        1        λλ22

t, µµEE, n (fases), n (fases)

λλ (n)     (n)     λλ

...

Parâmentros:Parâmentros:nn, , λ;  Valor Esperado: ;  Valor Esperado: µµEE =n=n// λ
Variância: Variância: 1/n1/nλ22 ((λ - de cada fase)

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
Distribuição Especificada (empírica)Distribuição Especificada (empírica)
•• Moment MatchingMoment Matching

–– Se Se µµDD//σσDD= 1 então uma transição exponencial é = 1 então uma transição exponencial é 
suficiente. suficiente. λλ11=1/=1/µµDD

µµDD

σσDD

t1, λλ11, , µµ11=1/=1/λλ11

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
Distribuição Especificada (empírica)Distribuição Especificada (empírica)
�� Moment MatchingMoment Matching

–– Se Se µµDD//σσDD= x= x≠≠ 1, x 1, x ∈∈ ZZ
γγ= = ((µµDD//σσDD))22== xx22, , λλ= = γγ//µµDD = = xx22//µµDD

...

γγ

λλ λλ

γγ γγ
≡

λλ

µµDD

σσDD
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�� Aproximação por FasesAproximação por Fases
��Distribuição de HiperexponencialDistribuição de Hiperexponencial

ffττ(t)= r(t)= r11ffττ11(t) + r(t) + r22ffττ22(t), t(t), t≥≥0 0 
∑∑nn

j=1j=1 rrjj = 1= 1

rr2         2         λλ22

t

rr1         1         λλ22

µµHH

σσHH

Parâmentros:  Parâmentros:  

Valor Esperado: Valor Esperado: µµHH ==∑∑jj qqjj//λλjj

Variância: Variância: 22 ∑∑j j qqjj/ / λλjj
22 –– µµHH

22

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
Distribuição Especificada (empírica)Distribuição Especificada (empírica)
�� Moment MatchingMoment Matching
µµH H = r= r11//λλH  H  (para esta Hiperexponencial) (para esta Hiperexponencial) 

σσHH = [sqrt ( 2 r= [sqrt ( 2 r11 -- rr11
22)]/ )]/ λλHH

–– Se Se µµDD//σσDD< 1 (c=< 1 (c=σσDD//µµDD>1)>1)

rr1 1 = 2= 2µµDD
22/(/(µµDD

22++σσDD
22),   r),   r22=1=1--rr11

λλhh = 2= 2µµDD/(/(µµDD
22++σσDD

22), ), 

µµ DD

σσDD

rr1         1         λλhh

rr22

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
Distribuição Especificada (empírica)Distribuição Especificada (empírica)
�� Moment MatchingMoment Matching

–– Se Se µµDD//σσDD> 1 > 1 
–– ((µµDD//σσDD))22 --1 1 ≤≤ γγ < (< (µµDD//σσDD))22

λλ11 = 1/= 1/µµ1   1   µµ1 1 = = µµDD + sqrt(+ sqrt(γγ((γγ+1) +1) σσDD
2 2 -- γµγµDD

22)/()/(γγ+1) +1) 
λλ22 = 1/= 1/µµ2   2   µµ2 2 = = γµγµDD ±± sqrt(sqrt(γγ((γγ+1) +1) σσDD

2 2 -- γµγµDD
22)/()/(γγ+1) +1) 

µµ DD

σσDD

...
γγ

λλ22 λλ22λλ11

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
Distribuição Especificada (empírica)Distribuição Especificada (empírica)
�� Moment MatchingMoment Matching
µµH H = r= r11//λλH  H  (para esta Hiperexponencial) (para esta Hiperexponencial) 

σσHH = [sqrt ( = [sqrt ( 2 2 rr11 -- rr11
22)]/ )]/ λλHH

–– Se Se µµDD//σσDD< < 1 1 (c=(c=σσDD//µµDD>>11))

rr1 1 = = 22µµDD
22/(/(µµDD

22++σσDD
22),   r),   r22==11--rr11

λλhh = = 22µµDD/(/(µµDD
22++σσDD

22), ), 

µµ DD

σσDD

rr1         1         λλhh

rr22

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
Distribuição DeterminísticaDistribuição Determinística
�� Moment MatchingMoment Matching
AproximaAproxima--se, fazendose, fazendo--sese σσDD pequeno pequeno 
⇒⇒ γγ tornatorna--se grande.se grande.

–– Se Se µµDD//σσDD= x= x≠≠ 1, x 1, x ∈∈ Z (c=Z (c=σσDD/ / µµDD<1)<1)
γγ=x=x22, , λλ= x= x22//µµDD

µµ DD

σσDD

γγ γγ
≡

λλ

Redes EstocásticasRedes Estocásticas

�� ConclusõesConclusões
⌫⌫Redes de Petri estocásticas são uma representação Redes de Petri estocásticas são uma representação 

compacta de alto nível das CTMCcompacta de alto nível das CTMC
⌫⌫ Isomorfismo com CTMCIsomorfismo com CTMC
⌫⌫ Análise quantitativaAnálise quantitativa
⌫⌫ Análise qualitativaAnálise qualitativa
⌫⌫Modelagem de sistemas concorrentes, nãoModelagem de sistemas concorrentes, não--

determinísticos e assíncronos. Modelagem de determinísticos e assíncronos. Modelagem de 
sincronismo, escolha, mútua exclusão etcsincronismo, escolha, mútua exclusão etc
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�� Extensões às SPNExtensões às SPN

⌫⌫ GSPN (Marsan et al.)GSPN (Marsan et al.)

⌫⌫DSPN (Lindermann, Ciardo)DSPN (Lindermann, Ciardo)

Redes EstocásticasRedes Estocásticas
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