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Snterpretacoes do Tempo -
-«

" '
ANIGGAONEERETPOIPOUEISEr iEpresentada de diversas maneiras
y = A~ — o~ , = = 1 'A?uﬂ.
NOSISISIEINNAS COMPUtaClondls.
BRI EIeid efinidoiarpartir de relacoes de precedéncia entre
gventos permitintolestabelecer ordens causais entre conjunto de
eventos. |
L EmpeESheiumitempo metrico que permite representar
- quantitativamentelaidistancia entre eventos e estabelecer ordens

totais a8

Temp%ﬁnu&gue a natureza uniforme e continua do tempo fisico
e é isomorfo a nto dos reais.

) &
Tempo Discreto &€ uma simplificacio do tempo continuo onde a relacio
de isomorfismo € com o conjunto dos naturais.

Tempo Global _fornece uma unica referéencia temporal para todos os
componentes do sistema.

Tempo Local € a nocao em que cada componente do sistema tem sua
ropria referéncia temporal.




®l2551iiCacao da Tecnicas de
Avah (;é’lo derbesempenho
Aval]agéoge %ﬂrr 9Enho

VY CESURETENES Modelagem

NN
'

YAnElise P'.obab]h’:*' Analise Deterministica

Simulacao Analise Operacional



| ~Infi s observaveis
Simulacac
Analise exaustiva
Medicao
Medidas obtidas do sistema real
Prototipos
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MdCHOCAUVIGEEESFAE UM Processo de Avaliacao
de Desemenpeho
(commoedelagem)

&

Comprasnsio garl JJ pPropIemay/sistema a ser avaliado.

Dafinlgflo Iniclzll dos erlddfios de desempenho a serem
v,JJuJJJJ i

IUEN U GELEBRDSIEDIponentes.
RETINAMENORIBSICHtErios de avaliag
Geracaoido modelo abstrato.
Planejamento da medigao.

“oleta dos dados.

Analise dos dados coletados associados aos componentes
(influentes) do sistema/problema.

) Geracao do n odelo refinado.

10. Definicao e mapeamento das metricas no modelo refinado.
11. Escolha dos métodos de avaliacao dos modelos.

12. Desagregacao do modelo refinado.

13, Avaliacao.

14. Agregacao.

15. Analise dos resultados e recomendacoes.




IRieHIEGeES do Documento
040, PrOEESSO

.WParal cadal Atividade constam:
— Objetive > i
'R%Ponsévélv

- Pre-condigOes

Entradas '

Acoes

Saidas
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— Modelesipara Simulace

- Modelos Analiticos
Cdi de Markov
Teoria das Filas

Redes de Petri Estocasticas
Algebras de Processo Estocasticas
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AR éJ e Operacional

Informagoes observaveis

Concebica’ por Jeff Buzzen e Peter Denning



Servidores ,f a

_-. \_>
Chegada ) ' Saida de

de jobs .-—..._- jobs

B - dlstrlbUIgao Fila .

, m ,:'
do tempo de Servico.
m — numero de
servidores. ,B ={M,D,G,E}
i : *M - Markovian,
K = capacidade de *D - Deterministica,
darmazenamento. G — General

*E - Erlangian
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a0 de 1@ndal|
o Y BYmyK ‘emplos:

=A - disifoicle | - "T\I\!I/I/Mll
do tempo entre ’ I/M/1/K
4 M/G/2

-
Chedgaads:
B — distribuicao "h
do temp de se \

m — numero de
servidores.

K = capacidade de

armazenamento.
Muitas vezes quando K e m sao oo,

estes termos sao omitidos ou usa-se
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~ Aqglisei@peracional

Considere um transacao j executada em um recurso i.

i, . N T i
5. & periodo de tempo (service time) que uma transacao j recebe do recurso f.

i . e o i
W e periodo de tempo (waiting time) que uma transacao j passa esperando recurso f.

Queuing Time

wl sl w52 wi &3

'l.'.'\ll1- 5«4 55

M1 m_

Queueing timena CPU =w; + w, + w; (somatorio dos waiting times na CPU).

Queueing time no disco =w, + w_ (somatdrio dos waiting times no disca).



Service Demand

wl sl w52 wisi

Service demand naCPU =5, + 5, + 5, (somatorio dos service times na CPU).

Service demand no disco =5, + 5. (somatorio dos service times no disco).




Residence Time

w2 g2 w3l 53

T

.

Residence timena CPU=w; + 5 + w,+s, + w, + s5; (somatorio do queueing time e

do service demand na CPU).

Residence time no disco=w, + 5, + w_.+5_ (somatorio do queueing time e do service

demand no disco).




ANidlisel@peracional

e -

Response Time
w2 52 w3 53

w5 55

Disk L |

Response time de uma transacao j no sistema & o somatodrio do residence time da
transacao na CPU e do residence time da transacao no disco.

Response time = Residence time na CPU + Residence time no disco




Afiglise’@peracional
L
W\ValiaVels Jr)eumrub

IEFRPEROMG derebser | i

K& NUMErORUE recursos do sistema

Asliiero totall de solicitagBes (ex:.chegadas) do
recursoil neperiodo T

- A Wmam otal de ohatagoes (ex:.chegadas) ao
Sisten: no periodo T.

- C¥ NL’|m ‘0 total de servicos finalizados pelo recurso
i no periodo T.

- C,: Numero total de servicos finalizados pelo
sistema no periodo T.

- B;: Tempo de ocupacao do recurso i no periodo T.



Aalise O pe < glonal

o)/ é‘tr]r*as defivadas (derved measures)
IlEMpPo. medio de servi 0 por. finalizacdo relativa
0 reclrseNF S = Bi/Ci ‘
- Ui Jempo rrré;db de s rvigo por finalizacao relativa
Ao recurserizUir= Bi/T
- Xis triiroughip (e&!i finalizacoes por unidade de
tempo) do recurso i; Xi = Ci/T
- Ai: taxa de chegada (ex.:, chegadas por unidade
de tempo) ao recurso i; Al = Ai/T
- X0: throughput do sistema; X0 = CO/T

- Vi: Nimero médio de visitas ao recurso i por
solicitacao; Vi = Ci/CO

’j
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AYielise Operacional

o EXEmpIol -y

SupenhafgUEaerse moniterar Umas processador por um
periodo derlminpVerificou-se que 0 Fecurso esteve

- OCUpPado, PeIESHS. O"Jﬂmero total de transacoes que
chegaram aoisistemal e SW sistema também finalizou

a execucao derlB00' transacoes no mesmo periodo.

1. Qual a taxa 'r C gada ao sistema (14)?
2. Qual e o throughput do sistema (X;)?
3. Qual é a utilizagao da CPU(Up)?

4. Qual € o tempo méedio por transagoes finalizadas pelo
sistema (S,)?




Iser@peracional

!
_— -
Smpleil
Eimp ILENS Hentar gUe orunico recurso do sistema é

a CPU, portant®ias metricas associadas a CPU serao
as mesma@ssociadas do sistema.

| QU LF:: iﬂ/\/\/{f\/\ QQPU:2{4
AU < 1300 Yhroraetipus

= 4.$00 {rovmliriono

- - & | §67 & g? = Sepy
A %,0@ S @\L Up =i = ew

< 1= = 5 & «







Afialise @peracional
W jlizzleler) Lz)iY

—
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Relacionamento da ut///za_(;ao de um dispositivo com o Seu
throughput,



Afgliser@peracional

W jlizzleler) Lz)iY
JI — J; X _f »

-

Exemplo: ConsIdere que w pacotes por segundo chegam a
um roteador: e queleroteador leva em media 2 milisegundos
r' 0 pacote. Portanto:

U; = 0,002 X 12



Afgliser@peracional
i EXEMpPIoZ |

Tk de comunicacio & 56000
pytes sao transmitidos ao /ink a
POr segundo

Qual e a uti o do link?

A\ JJJ’JCLJ ru SSEtEN
DPS: PACOIESIEES
lrru taxa Gersipa

Elu
5')
dCO



* AiElise Operacional

EXEmpIe2

T—M ‘ {é/f{‘ @36

—
--"""'-‘-'_h

AV Sl A

B T e = 415000 {2
F e F el 4 MLAMWJ
4_6’@0/9 VS8 = e
/\Wwwm\y, ik
U= N58r A= @,%\ QU863 = e
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Afiglise’@peracional

NROIGEA O

C; Ci Cr i 0 V X
=t — — ¢ = — = X
4 ,!. i ?J T 0]

‘
.
ik

Uma maneira interessante Je relacionar o trhoughput do sistema ao
throughput dos recursos.



Afgliser@peracional

NRONGEA IOV
j_(; — V; X XU »

-

Exemplofsupeniia due toda Vez gue executa uma transagao
az-Se 2 acessosialliiiia unidade de disco. Se 5,6 transagoes
sao finaziladas por segundo, portanto:

Xi=2>(5,6=1 ; r;--* v,



Ayglise Operacional

NSeeerDenmana.lay.
o SCVICENIEIENT GE UIT recursos € o tempo medio
total gUENIIIa" tianSacao passa em No recurso.
Da Ulllizatlo); Layz € n-se:

A - | "L' = Xi X Si
Da Forced Flow: Law, tem-Se:

Xy = Vi X Xo

Portanto:

UiZViXXOXSiZDiXXO



Portanto: D ==

Observe que a utilizagdo U; do dispositivo 1 é diretamente proporcional

demanda D; (service demand), portanto o dispositivo com mais alta

demanda max;{D;} tem a mais alta utilizacdo e € o “gargalo” do sistema.



— inglisei@peracional

Service PDemand Law
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ANeliseiOperacional

5 EXEN JpJO—r Sliponhia Um departamento composto por quatro
[ECUISESN((PESSOas: R1, k2; RSIER4). Esse departamento foi monitorado
PO UM p@rJ’JJo ¢l 'nor,Js, Verificou-se que R1 esteve ocupado por
anzZsmin, RZ por ﬁ}rurmm’" por 5hi5min e R4 por 3h56min. O numero
total de transagoes que ch JJJ‘JII] a0 departamento foi 96. O sistema
 tambémfinalizoul a execucao de 96 transacoes no mesmo periodo. O
numero total’derchegadas a cada recurso e as respecitiva finalizacoes sao
A= C,=60, A,= G=110, A;= C;=100 e A,= C,=55.

Qual a taxa de Agbegada ao sistema (1;)?

Qual € 0 throughputdo sistema (X;)?

Qual € a utilizacao de cada recurso (U.)?

Qual é o tempo méedio por transacoes finalizadas por cada recurso do
sistema (S;)?
Qual é o numero medio de visitas por recurso (V.)?

6. Qual é tempo médio de uma transacao qualgquer (nao necessariamente
a que visitou o recurso i) no recurso i (D;)?

-

“1



Analise Operacional
] "

V3 S3 D3 U3
R1 R3
AL, CL, Bl A3, C3, B3
V2 Sz D2y V4 S4 D4 U4

R2 R4

A2, €2, B3 A4, C4, B4




nalise Operacional

Vi s1 D1 U1 V3 S3 D3 U3
R1 R3

Al,C1,B1 A3, C3, B3

V2 S2 D2 u2 V4 S4 D4 U4
i R4

A2,C2,B3 A4, C4, B4




Analise Operacional

Vi s1 D1 U1 V3 S3 D3 U3
R1 R3

Al,C1,B1 A3, C3, B3

V2 S2 D2 U2 V4 S4 D4 U4
R2 R4

A2,C2, B3 A4, C4. B4




o

Queue

L]

A lei de Little também € uma lei operacional, pois utiliza apenas

informacoes mensuraveis. Adotamos essa lei para relacionar o tamanho
da fila N; de um dispositivo [ ao tempo de resposta deste dispositivo R;

em fungdo do nimero de chegadas (4;) observadas no periodo (T). 4 -4

T
R; — Response time N; — Numero de clientes no sistema
W, — Waiting time X; — Throughput (vazao)

S; — Service time A; - taxa de chegada




Se o sistema e balanceado, a taxa de chegada € igual ao throughput,

portanto: N, =4, xR, =X, XR;

Quando ndo ha fila e se considera apenas um servidor, a Little's
law corresponde a Utilization law:
e Ri — Si



ISEf@peracional

Um call center precisa redimencionar o numero de

atendentes em funcao de uma previsao de crescimento
de demanda. Espera-se que o numero de chamadas

diarias em 6 meses chegue a 30000.
Considere que 75% dessas chamadas diarias ocorrerao

no periodo de 3horas e que a duragao meédia de cada
chamada é de 5 minutos.

A empresa adota como meta um nivel de utilizacao dos
atendentes de 70%.

Quantos atendentes a empresa deve ter em 6 meses?




Ay = Cy = 30000 chamadas por dia

~ 30000 0,75

N = X, X R; 7 3 x60min

= 125 ch./min

N =125 x 7,142857
= 892,8571 atendentes



Iser@peracional
General Response Time Law

A Little's law pode ser aplicada a aualauer narte
do sistema. basta apenas que o fluxo esteja “balanceado™.
Portanto. pode-se aplica-la a parte central do

sistema’(servidores) e ao sistema periférico (clientes).

N € o namero total de transacdes
no sistema. R € o response time. e X € 0

throughput do sistema. L!J ~ I
N=XXR @' s e |

Dado que N; € o namero de transacdes

em cada dispositivo, N pode ser calculdado: o / I

Clientes Servidores

= =




ISe @peracional

Dividindo-se ambos os lados por X, tem-se:

R. E I W R Clientes Servidores




*@peracional
oractive Response Time Law

Em um sistema interativo. os clientes fazem uma solicitacio a um
sistermna servidor, o sistema servidor processa essa solicitacdo e devolve
um resultado ao cliente. Apos um periodo de espera (think time) Z. o

cliente faz uma nova solicitacio. Se o system response time € R. o
tempo total desse ciclo é R + Z.

Cliente Pensando, £ (think time) Frocessa, Response Time

G Hﬂ Jmﬂa

Envio de Resultado




= inidlise Operacional

Interactive Response Time Law

~ Se considerarmos um periodo T, cada cliente gerara:

Pr7 solicitacdes no periodo T.

Se considerarmos N clientes. teremos:

NXxT

Pr7 solicitacdes no periodo T.

Portanto. o throughput do sistema é:




Observe que a utilizacdo U; do dispositivo 1 é diretamente proporcional 3

demanda D; (service demand), portanto o dispositivo com mais alta

demanda max;{D;} tem a mais alta utilizacdo e é o “gargalo” do sistema.

Gistema com M cotrgonente s em paralelo

Todas atividades comecam no mesmo momento, mas a tarefa “maior” so finaliza

quando todas as atividades finalizarem.



M iSe;Operacional

ottleneck Analysis

Considere agora outra situacao limite: um sistema composto por N componentes
em série e que o clientes tenham um think timeZ.
Sistema com N componentes Portanto, R =D

cm Serig
E como sabemos que

N
X_R+Z

Portanto:

X

Consequentemente:

1 N}
Dipax’ D

D=DI+D2+_+DM X—mm{



—eeaie— leltES

Portanto, R =D

E como sabemos que

X=r5zZ

Portanto:

X

Conseguentemente:

1

L




IS Op‘eracmnal

CDHSICIEI'E um sistema composto por um

servidor de aplicacdo (SA), um servidor de
banco de dados (SBD), uma unidade de disco

(D) e um servidor de autenticacao (SAut).

Clientes se “logam” no sistema, procuram
documentos (textos) e fazem dowloads dos
documentos de seu interesse. Considere

situracoes em que se tem até 5 clientes.




yAnalise Gp'eracmnal

Esse sistema e seus componentes foram

monitorados por 4h. Observaram-se, nesse
periodo, a conclusdao de 400.000 transacoes. A
utilizacdo média medida de cada recurso foi:
Usq =0.555556, Uspp =0.833333, Up =
0.416667, e Us 4,,; =0.277778.

Qual é a vazao maxima do sistema?



~ " AndliselOperacional
Bottleneck Analysis

Sabemos que:

Dmax
= Imax {DSA: DSBD: DD: DSAu.t}

E que

_ 1
X= min {
N€{1,2,3,4,5} Dy g

N.
=

e N ={1,2,3,4,5},




400.000

| o=
| U; "7 4 X 60min x 60s X 1000ms
Dado que D; = X temos: — 0027778 ms

_Usq 0555556

Dg 4

>4 X, 0.027778 ms

D Usa 0833333
SBD = x 7 0.027778 ms

_Up 0416667

X, 0.027778ms

Us st 0277778
Dpopys = —aut — 2"~~~ —
D> X, 0.027778 ms

Dp



-\né ISe @peracional

Dy_ =
LJC /Y AW = (4
Pro Sabemos, portanto, que:

D max
= max {DSAr DSBD! DD: D.':?Aut_}

>

= 30ms

E que

D= Z D; = 75ms
i€{Dsa,DsppPp.Dsaut}

Como

X = ' {
N€{1,2,3,4,5)

}

¥

1 N
D

D nmax

€ N = {1121314!5}1



W lISe@peracional
Bottleneck Analvsi -

X = min{ ! N}—min{ = * }
. (1 1 © N=4'Dp.. D7 30ms’ 75ms
= mintp—.p} = mln[30m5,75m} = 0.033333

= 0.013333 N=5

N=2 X = min{ - N}—min[ = > }

X = mm{ 1 E} = m]n{ ! 2 } B N=5 D’m.ax’D N 30ms’ 75ms
N=2"Dmax” D 30ms " 75ms = 0.033333

= 0.026667

1 N

N=3
1 N

X = min{ }—min{ - > }
© N=3'D, 4 D7 30ms’ 75ms

= 0.033333




ISe @peracional

Considere um servidor de email que ¢ composto de um processador e duas
unidades de disco (disco 1 e disco 2). Cada transacio a esse sistema, faz sete
acessos ao disco 1 e oito acessos disco 2, assim como dezessels acessos ao

processador. O service time do disco 1 e disco 2 ¢ 20 e 30 ms, respectivamente.
O service time do processador ¢ 10 ms.

Qual ¢ o dispositivo “gargalo™ do sistema”?

Qual é o tempo de response time do sistema?

Qual ¢ a utihzacio maxima da configuragio atual desse sistema?

Qual & o throughput maximo desse sistema?




ise Operacional

Utilization Law:
Forced Flow Law:

Service Demand Law:

Little’s Law:
N=XxHk

Interactive Response Time Law

N
R_E_E




" Orientagdo para Modelagem de
o iy Desempenho

Distribuigoes
Poli-exponenciais

530 apropriadas?

Conhece

Solucdo

Analitica?,

k

Solucao Analitica

Espaco de

Estados & finito Simulagao

SI m E tenho recursos

Para sua avaliacio?

Solucao Numérica
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Aleatdrios

Modelo

' Probabilistico

Resultados

Validacéao



Modelo:de Probabilidade e

EXPENIMENLOTE 2 Um r*JFfJ‘,Jr de condicoes sob as
JueISAina grana ,Jef-' € O Dservada.

Jﬂ dc de um experimento € o

. OULGOIIE
na observacdo (ponto amostral)

< [ESL

0 de!
v , -

3. Espaco Amostral (©Q) € a colecao de todos 0s

possiveis resultados do experimento (pontos
amostrais)

4, Evento (E) € um conjunto de pontos amostrais.



S Umieventor e Umas o@géo de zero ou mais pontos
. amesHEIs (Evento) elementar) de . Um evento £ ¢

urr l'nconjuntc de O.

Q) € o evento universal e o conjunto vazio €
presentado por[i}}

QeSS

AcS = Ae S

ABes= AuUBANBe&s



Espat;o amostral

Intersegao

Q%e ntoB |




o 4
- 'Te{@%l@gia"’e Definicoes
Qef

=Y
« E, = QO — E;- Complemento
 E; = E{NE,, interse¢do
 E, = E;UE5, Unido

ven n
Para n eventos UEi _E.UE,.UE
i=1

ME =E NE,..nE,
=1



« EVEntes mutiamente exclusivo

— DEISleVentos sao mutuarn
Espaco

‘/ Amostral

Evento B

SSE




Probab]ﬂq‘ ade

| Ve \Jc NUMErico gue

f senﬁa a gh: Ce de q%e um evento

OCOrea. - :

. Osyalbres de uma Probabilidade estdo entre

. A prebabilidade proxima de O representa
grande improbabilidade de ocorréncia do
evento.

A probabilidade proxima de 1 denota que a
ocorréncia do evento € guase certa.



VENLOS e suas
Jr\,C),LHO ades

E

.
[ Uileventorertimalcolecao de pontos
AlMOSUEISH \ probailidade de um evento é
d SOMal GaSHe r)rce pilidades do pontos
~al IJJJ'T IS

-

o

Se pudermos identificar todos os pontos
amostrais (eventos elementares) de um
experimento e associar probabilidades a
eles, podemos calcular a probabilidade de
gualguer evento.



Modelo de robabilidade =

]

S

< .
ESPEc0 amostirall(€2): um conjunto de todos
PS'POSSIVEIS estados” observaveis (eventos
clementan) de um fenémeno aleatorio.
2. Conjute de eventc (S): um conjunto de

- todos stp=conjuntos de €.
Probalb !sd_.e dos eventos (P): a
probailidade de ocorrencia de um evento
observavel.

ol ol
=)>)
].

PM € a tupla: PM = (Q), S, P).



, - > o " o
A delerde; Probabilidade

- _ -
Considere um experimento que consiste no acionamento
do condicionador de ar, com dois possiveis resultados
mutuamente exclusivos: § — Sucesso F — Defeito (Failure)

Portanto: () ={S, F}
S = {{S},{F},{S,F},¢'}

P{SP) =p
P{F}) =1-p
P({S,F}) =1

P(¢) =0




ostral

‘A prebabilidade dertim eventoirepresenta a chance de que o resultado
dENIMIEXPERIMENTO  resulte na ecorrencia do evento.

- Assume-se qUE oslexperimentos sdo aleatorio.

I muito resultados. Cada resultado é

erimente aleaterio pod I
entar) e tem uma probailidade.

Um: ponto amostiaiN(Eve to‘gl

Um esgag,amosrtﬁrgi.ﬁ": um conjunto de todos os possiveis “estados
observaveis (eventos elementares) de um fenomeno aleatorio.

144

Finito (ex.: execucao das agoes associadas a opgoes de um if;
dois resultados)

Countavel (ex.: numero de vezes que “corpo” de um lago while é
executado; O espaco amostral por ser finito ou contavel infinito.)

Continuo (ex.: tempo de falha de componente)



AXIOMmas

- ESpaceideP 'J idade: OS = (Q,S,P)
» Para qualguers ever ]') A, a proabilidade de A é:

_....LZ (r\)/o T/r\ =D
A - -

u —
- —

3.5e A e B Sao isjuntos, entao:
P(AUB) = P(A) + P(B)



Sejam A'e

e

A(SEU

P(A) = 1-P(A)

4. Se A e B sao dois eventos que nao sao mutuamente
exclusivos:

P(A u B) = PA) + P(B) — P(A" B)



P(UA) ZP(A) > P(AA)

i> ]

+ZP(AA&)— H-1)'PAA,..A)

> >k

Principio da ' iicltisao e exclusao (acima)
Um metodo muitor melhor €:
5. Soma dos Produtos Disjuntos (SDP):

Py LJJ A PlAD)+ PlAI N A)+ P(Ay nAgmAg) + - -




p J

EXemplo

FENOMENG) alEatorio:
DoeISHEstitaEesidertm 53‘»[‘@ o[<Ne ndlgao em um if

Statelet
&J then I
2lse £
Q= {T,E}; Conjunt e resultados
S ={@ {E}, {7}, {T E} }; Conjunto de todos os
eventos
P= {0, 2, V>, 1}; probabilidade atribuidas

NN
'



\/JFJJ\/ Jée- orias

, e b
0 \erEvES \Jﬂwru,) e Uma fungao que
cmfe e Umrnumero real a cada resultado
(do €es J SJ am ostr I) de um experimento
J<—LJF 10, |

} | ,

| s, 7 .
Varlavel Aleatoria é uma fungdo que reflete o
resultado de um experimento aleatério. X: @ — °R.

{ow:meQ X(o) <X} X e R.




Variaveis Aleatorias
RESUmC

Variaveisialeatorias continuas assumem
JuaisgiierValores no' intervalo [a,b], onde

B < o) <o

'Variaveis aleatorias discretas assumem
apenas valores discretos.

ce



lavels Aleatorias

Restimo

o Variavel Aleatoria

Event B

P(4),P(B),P(4°),

P(B®),P(AUB),P(ANE)

P(xg), P(xg¢), P (xp), P (xpe)

P(xar‘m); P(xaub]

(0<R<1)




1avels Aleatorias

o Variavel Aleatoria

Suponha que quatro servidores foram testados por um periodo. Apos o teste, cada servidor é
aprovado (S) ou reprovado (F). Representemos os quatro servidores por um vetor E; =
(55{,5S,,555,55,), em que SS; = {S, F} representa o status do servidor i. Este teste € um
experimento aleatorio, pois o resultado ndao é conhecido antes da realizacao do experimento.

O numero de resultado possiveis representados no espago amostral — ()- (conjunto de todos os

possiveis resultados doexperimento) é |Q| = 2FvFie}l = 16,

(E, = (F.F.F.F),E, = \
Q (F.F.F,5),E; =(F.F.5,F)E, = (P(El):P(Ez):\
(F.F.5.5),Es = (F.5,F,F),Es =
(F.5.F.5),
E,=(F.55F),E, =
(F.5.5.5),Eq = (5.F,F,F).E;q=
(S.F.F.5),
E..=(5F5F)E,;=
(5, F,5,5),Es = (55 F,F)E,, =
(55 F.5),

%z (5.5.5.F)E.;, =(55. 5,5])}




lavels Aleatorias

s REstmo
o Variavel Aleatoria

Considere uma variavel aleatoria X:{l — R que rerpesente o numero de servidores que

passaram no teste.

Q (E, = (F,F,F,F)E, = \ (_P 5, P(Ez)?\

(F,F,F.5),E,=(F.F.5.F)E, =
(F,F.5.5)E;=(F.5F.FE;, =
(F,5F.5),
E.=(F.55F)E =

(F.5.5.5),E,=(5.F.F.F)E, =] —=>P (EL) —
(5.F.F.5),

el S P(Ess)
B = .5 P (5.5.5.50 (0<R<1)
\>™ Ty R,
\l/ —
X(is)
R
é P(X=0),P(X=1), )
[ {0,1,2,3,4} ]*%P(X =D—>1 P(X=2),P(X=3),P(X=4)
L O<R<1) ,




?/‘ laveis Aleatorias
- Restimo

o Variavel Aleatoria

Portanto, se o estado de cada computador ndo interfere no estado dos demais e se

o

considerarmos que P(S) = p = 0.9 é constante e igual para todos computadores, temos:
P(de apenas 1 computador nao falhar durante o teste) = P(E, U E;U Ec U Eg} =
P(F,F,F,5) + P(F,F,S,F) + P(F,S,F,F) + P(S,F,F,F)

=p(1 —p)° +p(1 -p)*+p(1 —p)° +p(1 —p)° =4 xp(1 —p)° =0.0036

PX=1) = G) pt(1—p)* =4 xp(l—-p)° =0.0036



o 5i‘/“ lavels Aleatorias
4 Resumo
CT -

0 Variavel Aleatoria ¢ uma funcdo que reflete o resultado
de um experimento aleatério. X: €2 — ‘R. {(D r 0 € (),

X(w) <X} X € R.

Uma variavel aleatéria normalmente € denotada por uma variavel
maiuscula (X, por exemplo). Apos a realizacao do experimento, o

valor obtido da variavel aleatoria normalmente é representado em
letras minusculas (x=70s, por exemplo).




Variaveis Aleatorias
RESUMC

0 ~raezldjlisy izl func (pmif)— Seja Q um
~ espageremostral discreto. p(x), que denota
- uma pmifdertma variavel aleatoria X, €
definida por p(x) = P[X=x], onde x assume
valores de Q.




>

w

o
’

Vaniaveis Aledtorias EasyFit|
. Restimo

0 Probability mass function (pmf)

Probability Density Function

/

0.2
0,181
0,16
014
0,12

R PR
0,081
0,06
0,04
0,021 ‘

ol 1 |

o1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13

— Binomial (25; 0,2)



Variaveis Aleatorias
Restima

EReaerde Disthlicac de Probabilidade

Actimuiativa (CDﬂ)r e ur@variével aleatoria X,
~ denotadaienrrF(X), € definida por F(X) = P[X<x] V x € R

15 X & uma fur 20 monotdnica n3o-
decrescente J,que 0<F(X)<1, onde F(-) =0
e F(w0)=1

F(X) = Zysx p(Yy) = F(x0)= ZW n(y) = 1



r

S NAridveis Aleatdrias EasyFit|
‘D SREsimo

Funcao de Distribuicso de Probabilidade Acumulativa (CDF)

Cumulative Distribution Function

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

X

— Binomial (25; 0,2)




Um experimento aleatorio com
dois resultados possiveis (X=0,X=1).

pmf( probability mass function) de X € dada
por: P(X=0) = 1-p e P(X=1) = p, 0<p<l



Variaveis Aleatorias
RESUMC

IPEENIE UG} P,
- Valor'ESperado = p,
\ Variancia= p(1-p),
Coeficiente de variacao= (1-p)/p
Funcao geratriz de momentos

Myi(t) = g + p¢




| Io) realizados n vezes. A variavel
aleatoria € o numero de vezes que se tem
resultado 1.

n
pmf de X € dada por: P(X=Kk) ={ k} pk (1-p)n-k
k=0,1,...,n

Ver slides de medicéao



Variaveis Aleatorias
RESUMC
1 IDISGH
= 5|1} om]:J
I PanafIEI5s r,g,.
Wl ESperado= np,
. Variancia= np(’
oeficiente de variacao= (1-p)/np
Funcao ge atriz de momentos

My,(t) = (g + pe)"



Eencerra -. n'do 0 primeiro resultado 1 for
obtido.

A variavel aleatoria € o numero de vezes

gue se realiza o experimento para se ter o
rimeiro resultado 1.

omf de X € dada por: P(X=k) = p (1-p)k1
K=0, 1%




Variaveis Aleatorias
RESUMC

1 IDISEHELE

—(GEomethice .
IPEENIE UG} p;

- | Valor ESperado= 1/p,

\ Variancia= (1-p)/p?,

Coeficiente de variacao= (1-p)

Funcao geratriz de momentos

My;(t) = pet/(1-qe)



Variaveis Aleatorias
RESUMC

0 Discrace
~ValorilViediorou  Valor Esperado
O] =2, k.. P(X=k)

b Unguo ‘de uma variavel aleatoria
(Y— X)) € Uma variavel aleatdria com
Valor Esperado

E[f(X)] = 2\ f(k) . P(X=k)




Variaveis Aleatorias

RESUMC
i
i DISeheta o
SIIPESIIMONNOMIENTO! (em torno da origem) de
imal ValiaVeltaleatoria X € o valor esperado da
EESIMENOLENCIa dE

X0 = E[X] = ) k. P(X=K)

" n-ésimo)momento central de uma variavel
aleatoria X € o valor esperado da n-€sima

potencia da diferenca entre X e o valor
esperado de X (E(X) = X)

(X-X)n= Xy (k-X)" . P(X=K)




Variaveis Aleatorias
RESUMC

1 DISErEld |

— 0 oringlife s 10 é o valor esperado.

—Oiiieire)memento central é 0

SOSEYUNGdo memento central (variancia)

var(X)=c? = (X-X)2 =2, (k-X)2 . P(X=k)

O coeficiente de variacao € a
normalizacao do desvio padrao
= oK




Variaveis A torlas
Resumo

ElinGe0) Geratriz de VJJr entos

= Dadaiifiewvariavel aleatoria X, a fungao
gerat iz A€ momento M,(t) de sua

~ distripuIGaeIC t»(Eiaabllldade e o valor
esp Clc QJJ e[S

Mx(t r X

=2, e px(x) X discreta.

= | HF(x) dx X continua.



i |z‘dé Momentos
+"t2X2/2I S LX)/ +

33 4 4 3.5 T 17 3 .5 ¢ o
a -t a -t a -t a -t a -T a -t a -t a -t +
=-1l-at+ — - —+ — — _— "0 - — + —— — °e
2 6 24 120 120 5040 40320 362880

Para a=2, tem-se: )

Tomando a esperanca:
E[&&] = 1 + E[X] t + E[X2] t&/2! + E[X"] t/r]
=



i

Variaveis Aleatorias
RESUMC

| BIOGEMIMENtOPara obtencao dos momentos
-

— Deieriie Vs ("F) analiticamente para uma uma
- distribuicao, part cula

Ache E[X] = r/dtf M ()],




VariaVels \J@« orias
RESUMO

W Continta ’
SUaNaniavel aleatoria que s pode assumir
JualquerVaior no ﬁi:s aI a,b], onde
- -oo=a,P=Ho0, € der ominada Variavel Aleatoria

COI]FJIJJJ
- Cumulative D/ tr/butlon Function (CDF)
F(x) = PX=x)

Se x <y entao: F(x) < F(y)

P(x<X<y) = Fx(y) - Fx(X)



Variaveis Aleatorias
RESUMC

W Continta 4 ~
XN e DIt Function (COF)
Fy(X) = P(X=X9) 3 ¥
(SENEStyentao: Fy(x) < Fy(y)
- PORXEY)= Fy(y) - Fy(X)
rropapliy aensity function (pdf)
fu(x) = dFy(x) / dk
fl0)>0

‘ )

\

400

Jf(x)dx =1



Variaveis Aleatorias
RESUMC

S Conbinta i
— RropEplbyAGensiy ranction (pdf)
017.69) = or CONN. SR
S ComMBMEL(%) nae € decrescente, entao fy(x) > 0

‘ 'i"QO .
, {

LK) dx =1
P
P(x1<X <x2)= |, fy(x) dx

P(X=x)= J: f (x) dx = 0



Variaveis Aleatorias
RESUmC

0 Copdnltz *
o VelOIAVEWI OO alor ESperado
+00 |
BG= ED5¢] = Lw,m,( ), dx

~ Uma funca® de Uma variavel aleatoria (g(X)) é
" uma varidvel ¢ eatorla com Valor Esperado

E[g()] = = |, 9(x) . fy(x) dx



Varaveis Aleatorias

RESUMC

0 \Copjeigltl]
= (=230 falonrepiie)
) s -  J fx(X) dX
—N-esimoffiomento central

(X-X)n= I (->‘<)n . fy(X) dx



Variaveis Aleatorias
RESUMC

= CEnRURta "
HOSEWUREONNOMERTO ¢ traI (variancia)
L]

+00
=X = [, (x-X)2 . fi(x) dx
~ O coeficiente de variacdo e a
normalizacao do desvio padrao
— (7 ] X

-



V4

\/ar]é\ ajs Aleatorias

0 PTOT]QJZJF e Markoviane
—AUsencigde Memoria

T \/JrJ,J\/r‘J Aleatorias com Propriedade
- Markoviana

Variavel Aleatoria Geometrica
Variavel Aleatoria Exponencial



N
-

-
Propebilidade’Condicional

1 SEJAPAUM EVENLO il O
AIIvEleEm um o
SSPAGO! dliioStial 2. | A AnM M
probabilidgEerde gue
-ocorfa UmPevento 4
uma vez que M tenha Caso M < A entao P(A/M)=1
ocorrido € denotado . 4 amantio
por P(4A/M) gue é

definido por: P(A/M)= P(A)
P(A/M)=P(A~ M) P(M)
P(M)

P(A/M) € indefinida se P(M)=0



B

Prepapllidade Condicional

- Caso aip)rz[o) - =

Caso A = Mentao
P(A/M)= P(A)
P(M)



DIST L)JJ(}JG |J'Exponenmal

ot -

1 ANSES Cemmoniy I lj'ty & queuing theory.

oA non-ncgaﬂvgm [Inuous random variable.
| -

0 It exhibits memoryless property (continuous
counterpart of g‘gometric distribution).

0 Related to (discrete) Poisson distribution

102



— Tempo de falhas, tempo de reparo, de reboot etc.

P~

0 Se a distribuicao exponencial nao € apropriada,
uma outra deve ser adequadamente escolhida.

103



e
DIStHibUICao Exponencial
<

NrPERexemplo; distrbuicac\VVeibull
COmUITIenie Usada para representar tempos de

falnas ’

1 Adistripuicao Lognormal e muito usada para
representar tempos de reparo.

0 Markov modulated Poisson processes sao
muito usados para representar chegada de
pacotes IP que nao obdece tempo entre
chegada exponencialmente distribuido.

104



ponencial —

atoria Exponencial
(L) = reM, O<t<owo

CDF(t) ={1 - e M O<t<oo
0 , caso contrario
Valor Esperado
E(X) = 1/A
Variancia: var(X) = 1/ A2
Propriedade:
Nao possui memoria



DistrtL]

o

0,010 -

0,008 -

Density

0,004 4

0,006 -

Distribution Plot
Exponential; Scale=100; Thresh=0

caosEXponencial

P{X>t} = e M
= 0,449329
A=001 =

E[X] = 1/» = 100
t=80




llllllllllllll

= At

€

t+u

20

= (3 345000 450512
345 000 450 512

gblicaesExponencial




-

J ).y il

DIStlIGae EXponencial .

80 160

o -

Umexemplo: ..

]
PCB0PS 00449329

P{X>(80+80)  X>80}

| ;D‘x><80-}*80) | X > 80"

. - P{X>80} Probabilidade
P{X>(80+80) [ X > 80}= P{X>160} Condicional
| - & P{X>80}
P{X>(80+80) | X > 80} = e001x@®0+80) = @0,01x80 = () 449329
e-0,01><80

P{X>160|X>80} = P{X>80} = 0,449329




A0 :.,<r ohencial .

(d(

t t+u

\eliievel r\J:‘cJEJJ‘JcJ EXPOI ‘f' ial
| N t

.
=) X>t4U A A>T probabilidade

| P{X>t) Condicional
CPOXGt+U | X >t} = P{X>t+u}
o P{X>t)

P{X>t+u | X > t} = eMtHl) =le7U = pIX>u}
e-xt




et

DISuiLIca0rEXponencial
TICORtIAE

— EXponencidl
SPalaiiEntiorA,
- ValorFESperado: 1/ 2
ariancias 1/
Coeficiente de ariacao: 1
Funcao geratriz de momentos
My(t) = (1-t/a)?




Lembre-se destas formulas

fOo<z <
otherwise

here A is a paramter and the base of natural
logarithm, e = 2.7182818284

Ae M if >0
otherwise

Pla< X <b) = fbf(:r:)dx — F(b) — F(a)
g e—Xa _ o= Ab

111
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0, if S hasfailed
1, if Sisoperational

Xs(t) = {

States of Xg(t)

The memoryless property can be demonstrated with conditional reliability:

Pe(T >x+1)
Pr(T > t)

Rix|t)=Pr(T >x+t|T >1t)=

e—k(t-l—x)

= —— = e~ = R(x), x > 0.

113
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IDistr

ﬁs-"'.

0)¢ [6a0 Exponencial

- ‘

ST ExponentialDistribution A = 10 =
NormalDistribution 4 = 0.1,0 = 0.1 R(0.1)=0.367879 E[X] = 0.1

R(0.1)=0.5
R(0.2)=0.135335 R(0.2]0.1)=0.36788
R(0.2)=0.158655 R(0.2]0.1)=0.317311 {_ ) o

_ Esguorenisel - an
uuuuu U T4 r I T ——
= z Liazaaban [Hhecd 3} Dustput wabae; :

0 FETEFINZ i

Scale lambds} 7]

Looazabac o mesan |

Srals o S0 [zsgrmal

Paclabdily densily funcion Cismiskativi distribedion lunchion

Privbiasbviy ditrcdy | bor

—
PN
J i,




|c_;ao Hiperexponencial
[vaenaia | | PE_|

variance:

115



DISHHBUIGAONHIPErEXPC nencialyl

:Kj

gk

N

i

. .\ ‘ e
Fx(x):zj:l C]J(_-"e 59, =0
J

HIPEEXPOREnCIal

= Pairérianirosid

— VdI0N ESPEIEG0)

l o
f'<(x)=zj=_|. C]J,Llje".'l][, 240)

Coeficiente de'v .}]a: sqrt(2x(1/X)? x X0/t -1) 21

k

Variancia: 2 X._, q;/p? - X



Hipere) ppnench{l:>

HIPEFEXPONENCIC al -
L UmeraistHbUIGac de -conheada de X e

,,czl POUE SEr apric imada POr UM3  p
- Paramentros:k=2, p;, 1,,q;, q;

Y,.Gl —sqrt(qz/q1 (c? -1)/2))*
uz=1/ . (1 + sqrt(g,/q, . (c® -1)/2))+

d,+d,=1, q;, 4,20 p;, n,>0




DisufibUicaeiperexponencial ¥ N

A=0.01 Ah = 0.004

Flpx ] 1= Axe™e q-0.4 Hiperexponencial

- fhix ] 1= gxihxe™™
m = j txf1[t] dt =100
H]

sd =J (jmtzxfl[t] dt -m?| =100
(]

0.010 |

mh = jtxﬂl[t]d]t 1aa

gdh = ,J(It xfh[t] dt - mh)

0.008 -

oo Exponencial

0.004 -

0002 -




EENEEK

R (0=l-ekt ij o (kut)jt, 0

0= IRty =)/(k= ekt 1 =0, k=1.2,...
- “?".‘J.entrc')s* Py
Valor Esperado: K/u
Variancia: k/
Coeficiente de variacao: 1/sqgrt(k) < 1
Funcao geratriz de momentos

My(t) = (1-t/3)*



- k LT)J — — kp
— 1 _ akpr { f —
Fx(z) =1 X{; ;! 20, k=1,2 Phase 1 Phase 2
j:
e
kp(kpz)*—'
pdf:  fx(x) k=1 e T r>0,k=1,2,...,
—_— |
Imean: X = — _ Distribution Plot
IL 1 Gamma; Scale=100; Thresh=0
variance: var(X) = — B
coeflicient of variation:

t—_

i

1500

e ——r—— ]



-

0 desconhecida de X e c<1 pode ser
aproxmada%

Distribution Plot
nma; Scale=100; Thresh=0

k= [1/c2]
u=1/(c’kX)

500 1000 1500 100
X




0,010

0,008

0,006

0,004

0,002

0,000

* i
I 1
R B

B

- DIstiibUicao Erlang

= ape’='fase, Scale = valor da fase)

Distribution Plot Distribution Plot
Gamma; Shape=1; Scale=100; Thresh=0 Gamma; Shape=2; Scale=50; Thresh=0

Distribution Plot
Gamma; Shape=5; Scale=20; Thresh=0

Distribution Plot
Gamma; Shape=10; Scale=10; Thresh=0

T
200

Distribution Plot
Gamma; Shape=100; Scale=1; Thresh=0

T T
110 120




PiStribuicao Hipo-exponencial

-

AvdistribuicaeInpezeExponenciall € uma generalizagao da
dis iIcae de Eflang quando se admite fases com taxas
diiené .

coeflicient of variation:




(np/op)? - 1 <y < (up/op)?

A= 1/dy dy=pn (v +1) op? — yrpd)/(y+1)
A =1/dy dy=ypp = VGGA+L) 0% — yppd)/(y+1)




5d0 JJ xponenual
r ¥
ANGiSEABUEEBIhIRC ipo-exponencial é uma

cleriere] Jz de dardistribuicao de Erlang

| guande’se Sdmite RS taxas

- diferéntes. .

Para umdaVariavel aleatoria com

- distri buiCe a0 hipo-exponencial com duas

fases i, ¢ I, tem-se:

Fx(()x)—l- [ [(pom py)est] + [y /(usm py)est],
>

0= [y M)/ (kg - 1p)] (e - enyt), ©0




-ﬂ; ‘

DIStHBUICa6 Hipe-exponencial

A HIPOEEXPORERCIA

~ PalcMERoS: 1r ;,L

—ValomEsperado: 1/, + 1/,
Varianciaal/pu2, + 1/u2,
s

Coeficiente de variacao:[sqrt(u?, +u?, )/
(Hl + )]< 1



DIStibUIGA0 Hipo-exponencial g

0 Conjtfglll] -
| Umiardistibuicao desconhecida de X
~ comopaloresperado e 0.5< ¢ < 1
“pode seriaproximada por uma
- Hipo-exponencial
w,=(2/X) {1+sqrt[1+2(c2-1)]}!
u,=(2/X) {1-sgrt[1+2(c>-1)]}"



DISUIBUICAONTIPO-EXPONENCial
s Continta
, Paldilma va fiavel aleatoria com
,JJJ IDEIGABINIpo-exponencial com k fases
.y tem-se:

dits Hj=1,j¢i[uj/(uj'ui)] , 1<i<k

K
Valor Médio = 2, 1/,



riaveis Aleatorias
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Considerem os tempos relativos a uma atividade mensu-
rada. Consideremosque up e opsejamamédiaeo
desvio padrao dos tempos medidos.

Distribuigoes Poli-Exponenciais

Exponencial

Erlang ou Cox-1

Hipo-exponencial ou Cox-1

Hiperexponencial ou Cox-2




1 . - T , :
Se o= 1, o modelo a ser adotado é o trivial (distribuicdo exponencial). A rede é:

Edelay = up.




e (Caso2:

Se civ €EZ A 'cl—v # 1, a distribuicdo apropriada é uma Distribui¢ao Erlang de y fases e taxa A (cada

X

E os parametros sao:




S Viement.Matching
g

e C(Caso3:

Se cl_v >1 A c—v & Z , a distribuicdao apropriada é uma Distribui¢cdao Hipoexponencial com

parametros y, A, e A,.

E os parametros sao:

(u_D> —-1<y< <uD) Lembre-se que y € Z.
Op Op
1 L VY + Dop? —yip?
= — delayl = yu
delayl 7 1.4 p X Y+ 1
1 = + 1)op? —
delay2 = — delay2 = up + vy + 1)op? — yiup?

Ay y+1




-

e Caso4:

1

Se
cv

< 1, a distribui¢ao apropriada € uma Distribui¢ao Hiperexponencial com parametros wq, @, € Ay.

Os parametros sao: @2




The model consists ot & phases in series with exponentially distributed
times and rates pq, o, ..., . After phase j, another phase 7 + 1 follows
with probability a; and with probability b; = 1 — a; the total time span
is completed.




Miement Matching
Distriblicao Cox

k4bi(k—1)(bi(1—k)+k—2)
_ pz |
Ck+bi(k—-1)((1—k)+k-2)
- b1 + k(1 — by)]? |

var (X )




) JJ‘ Matchmg

,u  + u,ult.] — fﬂ
ui - 3
_ us + ap?(2 — a)
(w2 +ap)?




Variaveis Aleatorias
ReSUmCc

= Urna fungao de urla VeliEle aleatoria
YEITHIE Uma varia\ eJ aleatoria com
Valor Esperacdo

D ELF)] = il DLy

UNGEOREENIE ValiaVel aleatoria (Y =
(X) & Uma variavel aleatoria com Valor

Esperado ‘

Funcao densidade de
Probabilidade de X

-
E[gO0] = = -, 9(x) . (%) dx



Variaveis A c')rias

RESUMC

0 Se (<) = %
—Valor Esperacdo
SOOI RE(X) = 1

o E[7(4)] (Q,, L

| -

;a‘ﬁnﬁa 4

VarfiOOIEERD) = EF(X))12]

=E[(X-E(X))?2] = E(X®) — [E(X)]2 (Variancia de X)

=Var(X) = o2



ool /ilglfe=loll Var(aX +b) = E[(aX +b) - E(aX +b)]*

=E[aX + b — (aE(X)+ b))
= E (aX —aE(X))

= E(@*(X - E(X))?=a*E(X E(X))? = a® Var(X).



£(0)
Variarncia
o VEJI'{I_F)) — O‘» p—




Variaveis Aleatorias

RESUMC
- F\(@mgb -
,),Jr)JJ’ gu

Ug < s}— 1a variavel aleatoria
tel] cua EGE) =
B\,

5 Var(X) 5. Além
h JDU,J ja "/.) 24 =7
Dortantc -
E(Y(X) —MPRRECX) 4i— 7 = -1

Var(Y(X)) = 22x% Var(X) = 20



Variaveis Aledtorias
RQSUTT N

QUERGEREI(T) e JJU mpllcada os calculos
cla E(F(X ) SRV A< odem ser dificeis.
- Pode-Sejonter e r)rr agoes de E(f(X)) e
~ Var(i®9pexpandindo-se Y=f(X) (serle de
Ta r) "r'- termos (para a media).

(= f(E(X)) + [(>( — E(X)) x T(E(X))] +

[(1/2)x[(X = E(X))] < F(E(X))] + |§

Resto da expansao




Varaveis AJ'f orias
RESUMC
I

Y = f( (/<)) T </< — "(/0) J'/<H + [(1/2) X[(X -
E(/<))’J =0
REQR)] 20 ‘E(X» FE(X))] +
=0 1/2) [ EGO)?] x F(E(X)) 1 + E(R) =

E )] { fr(' [ E[f(ECX))] x E[(X — E(X))4] +

E(R)
-+ (L/2 o !(X)) Var(X) + E(R)
= + (1/2) f"(E(X)) x Var(X) =
E(f(X)) = F(E(X)) +[ (1/2) x f(E(X)) x Var(X) ]




( J-j n JN :—-j 4 I
ValiaVels Aleatorias
RESUMC
ApIXIficGE0) (Serierde Taylor) do Valor
ESPECUOIEN/ElanCia para Variaveis
alezitdria quz FEo fugleeione AEENE:
JH,JUru_) L

; d < Uma variavel aleatdria com E[X] e
Var( SUpPO! ha que Y=f(X). Portanto:

EMIE f(E[X] FFEDXT) x Var(X))/2
>Var(Y) = (f(E[X])% x Var(X)



Variaveis Aleatorias
RESUMC

ApIeximeccONSERErdeiaylor) do Valor Esperado e
Ve ENEIENEEVEIS EIEatoria que sao fungao
de variaveis aleaioris i

fha Umal Variavel aleatoria t, onde E[t]=20s

- eVan(y=ssConsidere uma fungao v{t)=dt! =
v'(L)r="=80z (2

EIVT)] = VIELET)™+ (V(E[L]) x Var(t))/2
E[v(t)] = v(20)+ (v'(20) x 5)/2 = 50,625 m/s
Var(v(t))=[V'(E[t])]? x Var(t)

Var(v(t))= [V(20)]2 x5 = 12,5 m/s



VereveistAleatorias Multidimensionais

SXPERIMENTO '.‘

| X5, «=-, X Variaveis aleatorias que
associam um numero real X;( ), X5 (), ..., X, (©)
a cada resultado

[X{, X5, ..., X,] € chamado de vetor aleatorio k-
dimensional.






VelhiaveistAleatorias Multidimensionais
Resl mo

« Narnaveis Aleato JJ dlmen5|ona|s (vetores
dleatoriosividimensionais)

= NS \/.Jbr%»;-pJ veis de [X;, X,] formam um
~ conjuntosfinito ourinfinito enumeravel, [X;, X,] €
Upr) Yetor aleeiorioelisdreie bldlmen5|onal

Se 0s vafBTes possiveis de [X;, X,] formam um
conjunto nao enumeravel do plano euclidiano,
[X;, X5] € um vetor aleatorio’continuo
bidimensional.



, . mYe
“ REesuimo

&éq’éy‘eis Aleatorias Bidimensionais (vetores
e

aleatoriosibidimensionais)

X

1000

2 N




4

Variavels Aleatorias Multldlmen5|ona|s

onde p(Xy, X5) = 0, V X4, X,

ZZ p(X11 Xz) =1

X Xy

Distribuicao de probabilidade de [X;, X,]

(DX, X%, 1 p(X, %,)), VX, X,



11/ XZ) = OI \% (Xll XZ) e R X1x X2
€ a fitinGaerde densidade conjunta.




VelaveistAleatorias Multidimensionais

pl(xl) = z p(X1’ Xz)’ VX

A distribuicao marginal de X, €

P> (Xz) = Z p(xl’ Xz)’ VX,



- ‘ » Resumo

Propabilidade Mare

1/30
1/30
1/30
1/30
3/30

pi(x;) 7/30

2 3
1/30 2/30
1/30 3/30
2/30 3/30
3/30

7/30 8/30

4
3/30

4/30

7/30

5

1/30

1/30

ave:!meatorlas Multidimensionais

inal: Caso Discreto

P,(X;)

8/30
9/30
6/30
4/30

3/30
> p(x)=1



VahiaVelstAleatorias Multidimensionais

. Resumo
.
. ProbabilidadeiMarginal: Caso Discreto




VelaveistAleatorias Multidimensionais

g -

" ) N [y — - _ =
- Probabilidade Marg
* Caso Continuo - a distribuicdo marginal de X é

(%) =[x, %,)dx,

A distribuicao marginal de X, €

f,(%,) = f: T (X, X;)dx,




By

Liflearidade do

Portanto E[Z]= E[X +Y]= E[X]+E[Y]




‘oLinearidade do Valor Esperado
Considerando X, Y e Z variavelis aleatorias
discreta, temos que :

E[Z]=E[X +Y]=

ZZ (X+Y)P(X+Y) = (ver exemplo da pagina

seguinte)

Zx p,(X)+ >y p,(y) =
E[X ]+ E[Y]




oLinearidad

e do Valor Esperado

\er
Tabela
Oriqginal

Xx2,x1 0 1 2 3 4p2(x2)  [x2 p(x2)
0| 00333 00333 00667 0,000 00333 02667 0

1| 00333 00333 01000 0,333 " 0300 03

ol 00333 00667 0,000 " 02000 04

3| 00333 0,100 " o01333 04
40,1000 [ 0,1000 0,4

nl(x1) 023337 023337 02667" 02333° 0,033 200000 1,5000
1,6000 0 0233333 0533333 07 0,133333)xLoncd) [EDQ
E[X1] EfX12}=_3,1000]




,J,]r aveistAleatorias Multidimensionais

‘ . Resumo

oLinearidade do Valor Esperado
Considerando X, Y e Z variaveis aleatorias

continuas, temos que.

E[Z]=E[X +Y]=
:j:(x+ V) f (x+ y)dxdy =

%xrwf (X+ y)dydx+ rwyrwf (X+y)dxdy =

E[X]+ E[Y]

| xb ()dx+[yEy (y)dy =




-

\aheveistAleatorias Multidimensionais
. Resumo

" nLinearidade do Valor Esperado
De forma mais geral, considere Z, Y e X

variaveis aleatorias continuas, onde

Z(X,Y) = aX+bY, e a e b sao constantes.

E(aX +bY) =aFE(X)+bE(Y)




stAleatorias Multidimensionais

‘ » Resumo

oLinearidade do Valor Esperado
Prova.:

E(aX +bY) f f (ax + by) f(x,y)dxdy

=f_ /: laz f(z,y) + by f(z,y)|dzdy

=fm /@ aa:fmy)dmdy+fm /m by f(z,y)dzdy
:a,/ U fmydy]d:z:+b[ U f:vyd:v]

:a,/_zxfx(x)d:r:er/m yfy (y)dy

— 20O

= aE(X)+bE(Y).



SWanaVeistAleatorias Multidimensionais

oLinearidade do Valor Esperado

Este resultado pode ser generalizado de forma que:
para a,,...a, constantes e qualquer variavel aleatoria multivaria da (X,,...X,)

IE(:ii:a@X}) -:§:cqlELXg)

1=1 1=1

Se E(X,) ndo divergem.




\aneveistAleatorias Multidimensionais

‘/ | Resumo .

Linearidade do Valor Esperado
Sejﬁmﬁ,e YodUasivarniaveis aleatorias independentes

Portanto E[Z] = E[XY]= E[X]E[Y]
Prova:  E[XY]=_> Xy;p(x.Y;) =
2 2%, Ipx J(Xi) p,(y;)= (dadoquesdoindependentes)
iX:yj Px (%) 2 Y P (¥;) =
IE[X]E[Y] |



Portanto Var[Z] = Var[ X + Y]
= Var[X] + Var[Y] + 2x Cov(X,Y)




SAleatorias Multidimensionais

, / Ac
‘ ~ Resumo

Somaide Variancias

Var[X 4+ Y] E[(X +Y) — B[X 4+ Y])?]
E[((X +Y) — E[X] — E[Y])"]
= E[((X —E[X] +(Y —E[Y])?]
= E[(X - E[X])*+ (Y - E[Y])* + 2(X - E[X])(Y - E[Y])]
= E[(X —E[X]?]+E[(Y —E[Y])*1+ E[2(X —E[X])(Y —E[Y]
= E[(X —E[XD*]+E[(Y —E[Y])*]+2E[(X —E[X])(Y —E[Y]]
= Var[X] + Var[Y] + 2Cov(X,Y)




VJBVEIS Ale&torias Multidimensionais

/ ‘ . Resumo

Sermelde Variancias

Cov(X,Y)=E[(X —E[X]D(Y —E[Y]]
= E(XY —YE[X]—- XE[Y]+E[X]E[Y])
Devido a propriedade de linearidade do valor esperado, temos:
=E[XY]-E(YE[X]) —E(XE[Y]) + E[X]E[Y]
= E[XY]-E[Y]E[X]-E[X]E[Y]+ E[X]E[Y]
= E[XY]-E[X]E[Y] (Se XeY forem independentes)

] .. i Ver tambem
=0 (devido a linearidade) o slide 01




avelgwea torias Multidimensionais

- “ Restmo

S

€ Variancias

Var(X +Y)=Var[ X]+Var[Y]+2Cov(X,Y)

Dado que se X e Y forem independentes, tem-se Cov(X,Y)=0.
Portanto:

Var(X +Y)=Var[ X ]+Var|Y]




'éy@!-‘ AlEdtorias Multidimensionais

74 Resumo
— -

Someade Variancias

Var(X +Y)=Var][ X]+Var]Y]

O teorema acima pode generalizado para n variaveis aleatoria

Mutuamente independentes X,.--X,, com constantes &,...a,

2 er ém
:| Za Var[x ] Vostll 77



Aleatorias Multidimensionais

i ‘ ~ Resumo
Somajde Variancias

Var(X —Y) =Var[ X]+Var[Y]

Dado que Var| » a; X; |= > a’Var[X;]
1=l _ =1

Pois a, =1ea,6 =-1
Var[X —Y]=agvar[X]+aVar[Y]
= (D*Var[X ]+ (-1)*Var[Y]
=Var[ X ]+Var|[Y]




" Orientagdo para Modelagem de
o iy Desempenho

Distribuigoes
Poli-exponenciais

530 apropriadas?

Conhece

Solucdo

Analitica?,

k

Solucao Analitica

Espaco de

Estados & finito Simulagao

SI m E tenho recursos

Para sua avaliacio?

Solucao Numérica
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5505 EStocasticos

HEOrENEfinIde por um conjunto de variaveis

=

/
X0 e eRdeX(t)ferumalvariavel aleatoria para cada t < T.
& denominadoppanametro e cada valor de X(t) sdo estados.
P[OCESSO) EEBLASLiCo Markoviano & um processo estocastico
onde as variaveisialeatorias n&o dependem da historia passada.
Tipos de Pro'~:c Estogésticos
Processos de espaco de estados e tempo discretos
(Discret Time Markov. Chain - DTMC)
Processos de espaco de estados continuo e tempo discreto

Processos de espaco de estados discreto e tempo continuo
(Continuos Time Markov Chain - CTMC)

Processos de espaco de estados e tempo continuos



EStocasticos

JI

(egehable): um estado s; € um alcancavel

.

— Um subfeonjunto de estado S é definido com fechado
C/I0SEA) SEW/SIE'S, Pj; VS, £ S.

Um estado é absorvente se ele é o tinico membro de
conjunto fechado chestados S,

Um conjunto fechado de estado S € dito irredutivel se
p; >0 Vs, s €S (todo estado s; € alcangavel de qualquer
estado s,).



EStocasticos

JI

ICOIMBrkOVIane € um processo estocastico
eatér]af‘ﬁ dependem da historia passada.

ObSENVamESENI0IS aspectos associados a auséncia de memoria:
Todo estaderpassado € irrelevante.
2 Q tempo que 0 processo passa em um estado e irrelevante.

Processo Estocastico -gmi-Markoviano € uma extensao de um
processo Markoviano onde a restricao 2 € relaxada.



-

CORUEYBSYIIe Markov Chain

1| Eqlizca0) de Chapman-Kolmogorov
Considere umaNeiiveE {runc rgél’@a) {X(t): =0} com
"ESPaco UEEstddo y) 1,2,...7. Vamos usar i,j e k para
~ denotalfestatositipicos e s,u e t para denotar parametro de
te 1PO. | ‘_
Para 0 < s < t, considere p;(s,t) = P{X(t)=]j | X(s)=i}. Pode ser
representada ne rlga matricial por H(s,t) = [ p;(s,t)]
A equacao de Chapman-Kolmogorov
pij(slt) = Zk pik(slu) pkj(ult); O<s<ucx<t
Na forma matricial, temos:
H(s,t) = H(s,u) H(u,t); 0 <s<u<t



BORUEYESYImE Markov Chain

[ EGUccaerde Chaphiian-t Imogorov
H(is)t)'="H(S Uk, 5); 0 §(§’al
SubstitUindo UppPeAFE t por t+h, entao:
"H(s,t+n)'=rHS5E) H (L, 60,
Subtrainde=se ampbes os lados por H(s,t), temos:
H(s,t+h) = H(s,t) = H(s,t) [H(t,t+h) — 1]
Dividindo-se por h e aplicando-se o limite h — 0, tem-se:
lim, _, o H(s,t+h) = H(s,t) = H(s,t) [lim, _, , H{t,t+h) —T]

h h
Levando a equacao diferencial parcial dH(s,t) = H(s,t)Q(t)

ot




BORUEYESYImE Markov Chain

JUiaea0 de Chapman-Kolmogorov
H (S5 Q) (fb’iwa'f Kolmogorov eq.)

rn) =1
i
Os elementos de Q(t) sdo dados por
q;(t) = limy, o Dyt t+h) =1 (I)
h
q;(t) = limy, _, o Py(t.t+h) ] (IT)
h

Onde Q(t) = limip s o B




COruIIBSIIIIE Markov Chair
EoNnSIEEranEo (L) tEmos:
el (&) = [nik 55 Jn(rii)—— o
h
arJ“(r) = fJ'J L0 B J(rrr
"
Rlelie) =i, oI
i - "
nefe) = 1 - (i)

—

t+h)

o(h) -

- hg;(t) + o(h) =1 - pi(t,t+h)  (III)



OIS YITE Markov Chain

«CeNSIGEandoi(11); temaes:
OISR iz (1)
n |
Q(OF= Ty, oDt 4D ]
J nh— 0 &=
- 4

' N + JL].SJ]]QE) : |(tlt+h) I?&J
‘ .
- o(h) - hg;(t) = - pij(t't+h) 7]

- hay®) - o(h) = -pytt+h) i (AV)



CORWEYBSImE Markov Chain
ne
2 hqn('ia) = O( ) S QJJ(F - 'v qiy

- ng;(T)=reh) rﬁ(r = (IV)

~(=Ndgj ) - f U<r) ~—" 0 (5, Gr0) ) g pl](t t+h))=
hg;(t) +1 (") = p;(t,t+h) + py(t,t+h) - 1
Como 2 py(s,t) = 1, V i, entao:

haii(t) + hgij(t) = 0

qii(t) + qij(t) = 0




OIS YITE Markov Chain

de Chapman-Kelmogorov

t)=0,Vi

i

Ou seja, a soma de antos de uma linha de Q é zero.



R

CORWENES e Me ko v Chain

| EqUEGE0 aE Chapme JJ‘ Kolmogorov
L]

-

s .
Para cadeia

oH(S, ) = H(EH)Q(t) " X orward Kolmogorov eq.)
hoemogéneas, tem-se:

Q(t) = QER GRIE= M)



BORUEYESYImE Markov Chain

Sigz)cf /9 StateAnalysis
dlN(t) = 1H(T)Q 'y
dt |

- (homogéneas)

Em € .,JJJ acionariol (t—>), pode ser que
Iimt‘_m __.(-r exista.

Caso exista, entdo X..._c ng=1

dl1(t) = 0, entdo [IQ =0
dt



aeyr) '/“/‘f/ WosIme Markov Chain
i
0 SOJ =SHpalrd _)rr'JJ/ States

g p‘
. j
. : 4y A
- [
. 3 i
—l

Z, 1% |
| Onde s Dme teady-state probability de
Um sistema a no estado s,

»

- So Ucoes Tiransientes
() = Q.
dt

Onde nt(t), € probabilidade de se estar na estado
S; no instante t



BORWINOSIIME Markov Chain

"

UM CIME e ditatirredutivel'se p; > 0 V s,
SIERS\((todo estadors; € alcancavel de
Jualquerestaco sﬁ -

4

. Uma CIiME@ffinita, irredutivel e homogénea é

- ditalergddical (ergodic) se o vetor de
probabilidade @tacionéria (steady-state
probability vector) 11 existe.



CORUENGS JIHE // kov Chain
PDalial Steady-States

|

vl
e

“Eliminacao de Gauss
~ Decomposigao LU
VIigtodo de Grassmann
Métodos Itg-atlvos
Power Method
Método de Jacobi
Método de Gauss-Seidel

0 Sollleoss
[TQ™=0

. [



oC an Jame Markov Chain

Elifiinacao de Gatiss — Método Direto

Considerthe CTMC:
A: 0.0001

0.1
1 x10™* —0.1001 0.1
0 2X107* —2x107*




Qe W yame Markov Chain

Then:

—0.1 0.1 0
(M, m ﬂu)(ttxw‘* —0.1001 ) (0)

0 2x107* —-2x 10
T, + M+ 1My =1
Therefore:
—0.1m, 4+ 1x10*m + 0 =
0lm, —  0100lm, + 2x10°'m, =0
0 0.1, — 2x10*n,= 0

T[E‘I‘ T[]_‘I‘ T[ﬂ:]_



me Markov Chain

We may consider the system:

—0.1m, + 1x107*m + 0 =90

01m, —  0100lm, + 2x10 *m,=0|

T, T T, + T, —1
Gauss elimination method

In Gauss elimination, the given system of equations is transformed into an
equivalent system which has upper triangular form; this new form can be solved
easily by a process called back-substitutior.

So, considering the system:

—01m, + 1x10 *m, + 0 =0(Ry)
0.1m, — 0.1001m, + 2x 10 *m,= 0(R5)
m, + T, + T, = 1(R3)




"

1. Transformation into upper triangular form:

First stage: Eliminate 1, from equations R2 and R3 using equation R1.

—-0.1m, + 1x107%m + 0 =0 (Ry)

0 - 0lm, + 2x107%m,= 0  (R,=R,+R;)
0 + 0.100lm + 01m, = 0.1 (R,=0.1R,+R,)

Second stage: eliminate m; from R3' using equation R2";

—01m, + 1x107*m + 0 = 0
- []:I.T[I + 2 :’{ 1[]_4“0 -
0 +  0.1002m, =




i
‘g,)ﬂ!if]/ g5 [imesMarkov Chain

The system, now in upper tnangular form, has the coefficient matrix:

—-0.1 1x10™* 0
0 —0.1 2 X 107
0 0 0.1002

2. Solution by back-substitution. The system in uppe
triangular form is easily solved by obtaining m, from R3"

then m; from R2", and finally m, from R1". This procedure i

called back-substitution. Thus:
0.1

0.1002m, = 0.1 To = S lo0s =0.998002

2x 1074
—01m; +2Xx107%m,=0 o= o

2x107*
m = ~o01 X 0.998002 = 0.001998

1x107*
0.1

—01m,+ 1X107%*m =0 T, =

1x107*
M, = ~o01 X 0.001998 = 1.998 X 107°




Therefore:

[1=(1.998 x 10°® 0.001998 0.998002)
Result obtained through Mercury:
mM,=1.9960037251464553E-6
1m,=0.001996003862706791
m,=0.9980020001335681

A:0.0001




Can Jame Markov Chain

Galiss=Seidell= Meétodo Iterativo

Considerthe CTMC:
A: 0.0001

0.1
1 x10™* —0.1001 0.1
0 2Xx107* —-2x107*




lterative methods provide solution by repeatedly applying a sequence of solutions which (under
suitable conditions) converges to the exact solution. lterative methods have the advantages of
simplicity of operation and are relatively insensitive to propagation of errors. They would be
used in preference to direct methods for solving linear systems involving several hundred
variables, particularly, if many of the coefficients were zero.

We may consider the system:
T, + T + M,
0.1m, 0.1001m, + 2 x 10 *m,
—-0.1m, -+ 1 x 10 *m, i+ 0

Convergence:




S
r‘ OLIIILIEE ﬁmE’ Markov Chain

1. The first step is to solve the first equation for 1y, the second
for m;., and the third for ;. when the system becomes:

‘"31:121—'"32—‘“31 (1)
m = 01001 (0.11, + 2 x 10" *my) (2)

1x10 %,
T (3)

Ty —

2. An initial solution is now assumed; we shall use my =0, m; =0

and m, =0.

mg =0, m =0,m5 =0

3. Inserting these valuesinto the right-hand side of Equation (1)
yields Mg =1—m, —my

Mg =1



~ ng//j/_'_'ur SameMarkov Chain

4. This value form,is used immediately together with the

remainder of the initial solution (i.e., 1; =0 and 1, =0) in the

right-hand side of Equation (2) and yields

m = (0.1m) + 2 x 10~ *mp)

0.1001

— —4 . 3
—0.1001(0.1><D+2><10 X1)=2x10

m =2x1073
5. Finally, the valuesmy = 1 and ; = 2 X 1073 are inserted into
Equation (3) to yield
C1x107*m; 1x107*x2x107° i
01 0.1 - 2x10
M =2%x107°
6. This second approximate solution
(my =1, m; =2 X% 1073, m5 = 2 X 107°) completes the first

iteration.

1
T




lmesMarkov Chain

7. Beginning with this second approximation, we repeat the
process to obtain a third approximation, etc. Under certain
conditions relating to the coefficients of the system, this
sequence will converge to the exact solution.

. Naturally, in practice, the exact solution is unknown. It is
customary to end the iterative procedure as soon as the
differences between the x(k+1) and x(k) values are suitably
small. One stopping rule is to end the iteration when

2

_ E k+1 k

Sk = |T[i _'“::l
i=0

2
So = Zh} — ;| = 1.002000
=0




oy
"/JJIM'?/ pstymenrarkov Chairn

Secand approximation:
m=1-m-mM=1-2%x10°-2x103=998x10"1

2 = (0.175 + 2 X 10~ *mg

0.1001
_ -6 —4
= 51001 (0.1 x2x107°+2x107*x9.98
x1071) =2x103

™ =2x10"3

1x107*nf 1x107*x2x1073

2 _ _ — 2% 1076
2 0.1 0.1

w2 =2x10"¢
(m§ =9.98 x 1071, mf =2 x107%, 15 =2 x107°)

Sy = Z|n:§ — ;| = 0.002000
1=0




. | »,
‘Q@@ﬂh/ 95 (imesMarkov Chain
~ Third approximation:

B——
T m=1-m-m=1-2x10°-2x1073
—9.98 x 1071

_ 2 —4,_3
= 01001 (0.1m5 + 2 X 10 *my)

= 0.1 Xx2x107°+2x107* x9.98
0.1001 ( *

x107H) =2x10"3
m =2x1073
1x107* 1x107*x2x107° e
= = =2 x 10
0.1 0.1
e =2x10"°

3
T

(M =9.98x107L, md =2 x 1073, ™ = 2% 107%)
2

S, = ) |m¢ —m?| =0

1=0




BORHEYESYImE Markov Chain

Exemplo
O JLJJ_)Of]le Uim's [Stemal representado por um

alieMaLere SU

ICO, Of dﬁ

=2, f(2,a)=2, f(2,d)=0

U;, (1) = {a}, [(2) = {a,d}
Os eventos a ocorrem com taxa igual =

Os eventos d ocorrem com taxa igual = pu

a a a g | _
‘\d_j State Transition Diagram
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BORUINESYIME Markov Chain
WSlgreNansitomRate Diagram
»> 4

0 o

’_ Zsiesnsizl

, A [1Q=0
| 4 ;\J' 0 0 (7, 70y, ™) Q =
0 = i ! -Amytpm, =0
e ATy~ ATy =0
0 i 2 -K?‘Cl-uTCZZO
M= T=p/ (2 u+2) o + My + mp =1

=LA/ (2 u+ L)




CONUIYBSYITIE Markov Chain
W StateNralsol Rate Diagran

0 Z"SieS nsi:]- k
Q A )b 1 [1Q=0 0
5 0 -5 0| 2 (mm,mn)Q=|0
L0J
5 O g - T=1/(myx A ) - Tempo médio
(0 . 3

entre finalizacOes



o OWO§ e Markov Chain

Exemplo




.

Cobilios e Markov Chain

VjillPzlezleh p =1 — 7 (0) = 0.4667

BRalgel0fe]glol8idl tp = (1) x pu + 7(2) x u + 7(3) X u

tp = 0,2667 x 0,4+ 0,1333x 0,4+ 0,0667 x 0,4

tp = 0,18668



A0=1000 C0=1000

e ] —

xo= L0 _1000_ . 67 1= _700 667
=T 600 tps =T T 600 tps

Ul 0,65

Dl= 30~ 16667

_ 1
=03%s 4 — 2,534103 tps




lmesMarkov Chain e

(chame via
Desktop)

State probability of State 1={0,1,...,1
State_Prob(i):




Reward rate instantanea

E[Z(0)]= 17, (1)

*Ver métricas nas pagina 91,92,93 e 94 de QN and MC [Bolch et al.]




-
CORBIINOS e Markov Chain

I MEtieass el probabilidade acumulada de que
 se estejaniimiestado e dada por:

-
Lit) = / m{u)du

0)

Portanto, §#@1 tempo méedio (esperado) que se
permanece no estado i durante o intervalo [0,t).

*\er métricas nas pagina 91,92,93 e 94 de QN and MC [Bolch et al.]



l- | Data |

r‘ o )l wime Markov Chain
Exemplo | _— State probability of 0: 5.16129024e-001

A=20tps, COV=1
pL=40tps, COVps=1

1

1
E[ST] = — = == 0.025

State probability of 4: 3.22580656e-002

The CTMV (M/M/M/1/K=4)




e bﬂW Yame Markov Chain
E™ .

E[ST])E

JsT

A=20tps, COV=1 ]!:(

E[TBA] = 0.05s

14
Hg = (—)
1L =40 tps, COVsy = 0.5 E[ST]

E[ST] = 0.025s

B (0.025 )2 i
Y= \0.0125) ~

4
= =160
e~ 5025

Therefore, the ST is represented by a Erlang(y =4, iz = 160).




§

¥

S GCONLIDSIE Markov Chairn

5.06605425 = 10~

0.01648794 = 10

= 8.01465589 x 10

= 7.12413851 % 10~

633256751 x 10~

i

2

2

2

2

242068626 % 10~

3.04223846 = 10~

3.40578293 = 10~

3.81008122 = 10

7.97946839 = 10

2

2

2

2

3

= 1.04731260 x 10~

2

1.31936488 x 10 °

1.50621117 x 102

= 0,97433581 % 10™*

2.30657440 x 10™°

= 3.95578062 x 10~

5.95104472 = 10

3

3




A=20tps, COV=1

E[TBA] = 0.05s
u=40tps, COVer = 0.5

E[ST] = 0.025s

3.04878 =

1.27697 X

4.76084 x

b I I [ A
221877 x




BORLIIUGS: Jimeée Markov Chain

o

Sharpe

(chame via
Desktop)

C:\Sharpe-Gui\
SHARPE GUI Examples
\Markov\Degradable

SUE Jnru umBistema representado por uma CPU gue opera em

As taxas entre 0s estados s3o:

CPU_OK para Degradable e (OK_D_rate) 100, Degradable para
CPU_OK (D_OK_rate) e 20,Degradable para Faulty CPU
(D_F _rate) € 5, Faulty CPU para Degradable (F_D_rate) € 10,
CPU_OK para Faulty_ CPU (OK_F_rate) € 1 e do estado
Faulty CPU para CPU_OK (F_OK_rate) € 1.



@ Jff,/fujﬁ* 7€ Markoy Chair

deg radac;ao

SUPORKERIMISISIEMaNEPIESE tadorpor, uma"CPU gue opera em trés estagios. CPU_OK,
Degrauapleies=auye CRUNAS iaxas entieios estados sao:

CPULOReMIEGraaapIE € (OKEDIrate) 100, Pegradable para CPU_OK (D_OK_rate) é 20,
Degradable’ panal FaulyaePUMBIE rate) é 5, Faulty. CPUpara Degradable (F_D_rate) é 10,
508 palia Faultys GJJ(QK rate) e 1 e do estado Faulty CPU para CPU_OK (F_OK _rate) é
il

D_OKmate

~D Egr:;:iah le

T """_fiiF_r:até



fame Markov

—

om degradacao

Degradable

Faulty CPU
' ' ' D F rate

% Rate Matrix
hatrix CPU_Qk Degradahle Faulty_CPL
CPU_QK Qk_D_rate Qk_F_rate
Degradahle D_0Ok_rate D_F rate
Faulty CPLI F_Olk_rate F_D_rate

T

FREEEEEES Outputs asked for the model: Degradahble #Fssssssess

Input parameters values: OK_D_rate= 100, D_OK_rate=20, D_F_rate=5, F_D_rate=10, QK_F_rate=1, F_0OK_rate=1
Cutput:

State probability of CPU_OK

State_Prob: 1.20967742e-001

State probability of Degradable

TEEA AR AR T A A R A A R R R R R R R R R R R R R e R R R R R R

FEREAEREE Qutputs asked for the model: Diegradahle ===

Input parameters values: OK_D_rate= 100, D_OK_rate=20, D_F_rate=§

Cutput:
Expected steady-state reward rate for Degradable
Exp 55 Reward_Rate: 240322581e+001

State_Prob_0: 5.96774194e-001

State probability of Faulty_CPL
State Prob_1: 2.82258065e-001

Reward configuration:

State input:
State Reward
Mame of the state: CPU_Ok. 100
Degradahle 20
CPU_OK j Faulty CPL I

Reward rate:
| 100

FhEE TR A A A R R R

FrwERRE Qutputs asked for the model: Degradable s

Input parameters values: OK_D_rate= 100, D_OK_rate=20 D_F_rate=5 F_D_rate=10 OK_F_rate=1, F_0OK_rate=1
COutput:

Steady_State Availability for Degradable
33_Avail: 7.17741935e-001

Il states:

CPU_OK
Degradable
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F ' b :#_, e ‘ 1
GonuruosIme Markov Chain

State1 State2
Init Cond: 1, Init Cond: 0,
State: Good

Markov Transitions

Identifier

Description Input State Qutput State | Transition Reward Rate Cost

1 Transition1 Statel Stated Loss 1,000000 0,00
2 Transition2 State2 Statel Loss 20,000000 10,00
3 Transition3 State2 State4 Loss 1,000000 0,00
b Transition4 State4 State? Loss 5,000000 20,00
5 Transition5 Statel State4 Loss 1,000000 0,00
B Transition& State4 Statel Loss 1,000000 40,00




d’("’c Jir)Lle)

Sl

Steady State Results: Results at time 1000,000000:
Result Value Result
Availability 0,857143 Availability
Cost Per Unit Time 765,714286 Cost Per Unit Time
MTEF 1, 166667 Failure Rate
MTTR 0,166667 Mean Availability
Mean Cost
Mean Unavailability
L
Total Cost
Total Downtime
Total Uptime
Inreliability

1000,00 0,857143 765,714286 0,357163 765, 744808

0,142837

me Markov Chain

Value -
0,857143
765,714286
MA
0,857163
765, 744808
0,142837
0,000000

7o5744,807972
142,836554
857,163440
1,000000

m

m

Time Availability Cost Per Unit Time |Failure Rate Mean Availability |Mean Cost Mean Unavailabi... Reliability Total Cost Total Downtime Total Uptime Unreliabili
[¥] 1, 000000 1000,000000 1000000,000000 | 1,000000 1000,000000 0,000000 1, 000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000
100,00 0,857143 765, 714286 MNA 0,857349 766,019508 0,142651 0,000000 78601,950529 14,265126 85,734874 1,000000
200,00 0,857143 765,7142586 MNA 0,857245 765,866897 0,142734 0, 000000 153173,3794901 28,550840 171,4499160 1,000000
300,00 0,857143 765,7142586 MNA 0,857211 765,816027 0,142789 0, 000000 229744 807972 42,836554 257,163446 1,000000
400,00 0,857143 765,714286 MNA 0,857194 765,790591 0,142806 0,000000 306316,236543 57,122269 342,877731 d
500,00 0,857143 765, 714286 MNA 0,5571534 765,775330 0,142816 0,000000 382887665115 71,407983 428,592017

a00,00 0,857143 765,7142586 NA 0,857177 765,765156 0,142823 0,000000 459459 093686 85,093097 514,306303

00,00 0,857143 765,7142586 MNA 0,857172 765,757889 0,142828 0, 000000 536030,522258 99,979412 600,020558

300,00 0,857143 765,714286 MNA 0,857169 765,752439 0,1425831 0,000000 612601,950829 114,265126 635,734874

900,00 0,857143 765, 714286 MNA 0,857166 765,748199 0,142834 0,000000 689173,379401 128,550840 771,449160

0,000000 765744,6807972 |142,836554 357,163446



ey, IWS Jime Markov Chain

B/r%-death o))l fLa) =i+ 1
Considere‘b@utomata fG+1,b) =i

enquantoi > 0



—(Aj + )T+ Ajm1mi—1 + g4 = 0,

—AoTo + p1m =0




- G 6/;@ ame Markov Chain

Elrir)-elezlif)h el

-
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I
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- G 6nW ymeMarkov Chain

MYy c?z;gue/ng Systen

Se ,11-_- = Aeu; = u para todo i, tem-se:




v M
Desde que A < u
p=Apu




Desde que A < U

O throughput é A
Sedl>u

throughput é u




= |
S GONLIDSIE Markov Chair
Mg

n=12....m-—1

n=m,m+1,...

m—1 , \ 71 IR s
. lm e
LN (me)t | (mp)
! m!

Desde que A < um
O throughput é 4

SedA=pum

throughput é um



w ‘Excel| |BM |
" nmﬂmg Markov Chain

m

(mp)
m!

E[X] =mp+ Py | A<Hm Formula C de Erlang

Probabilidade de um cliente chegar

e nao encontrar o servidor disponivel

m

1 (m p) To

E|S| — cofi=z pm



Can e Markov Chain
AL //( quenelig systemn

’ |

0 n<K

AT R < - - - K slots - - —>= 0 itn > K

Utilizacao

Se A > u a utilizaggdo — 1

Se A < u autilizaggdo =1 — 1y




\CGUENE/Ag Sy/stern
| L

Mean response time
ElX]
A1 — mg)

E|S]| =

A(1 — g )- taxa de chegada dos clientes admitidos




l Can Jime Markov Chain
My Wit /i) qUELElrg.s ystem

— 7l il
A" ' A 1
o ! N Z m:um---r.fur:-‘ Z, ( |

Lost enstomers
2

(m — 1) My

0 ifn>m

\ { A 0= n < m T if 0 <n<m

e =np  foralln=12.... if n>m




me Markov Chain .
| M/M/m/m |

2l/erg. system

Erlang B formula

[ A if0<n<m
10 ifnz=m

[y = TLLL torall n=1,2,....7




@ntiﬁws limeMarkov Chain

MBY2E e MMz

A5S: 25681917132
TF: 860482467728
RT: 0.0298459505

AS5 P{1 0} +P{O 1}+(2%(P{2 O}+P{1 1}+P{0 21+ (3*(P{2 1}+FP{1 2}+P{0 31N+ Ed*(P{2 21+P{1 31+ (5*P{2 3}

TP: lambda*(1-F{2 3})
RT: (P{1 0}+P{0 1}+(2%(P{2 0}+P{1 1}+P{0 2] +(3*(P{2 1}+P{1 2} +P{0 3})) +(4*(P{2 2} +P{1 3} +(5*P{2 3/ (lambda™(1-P{2 3})




| ntiﬁa fime Markoy Chain

&

VM2 e MyM/Y3

E

g
h

ASE (trans.)




BoRuRNOSsSImeE Markov Chain
SOIUGOESHIN@nSIEntes

dIEFNHO0TI(0) = (2(0), -701(0)

ejt ’

Onder ges(©) S r)rOJ- vilidade de se estar na estado
f]JJ Stant t

Métod de Solucao

Solucao via S&emas de Eqg. Diferencial Ordinaria

Solucao atraves de transformada de Laplace

Runge-Kutta
Uniformizacao (Transformar CTMC em DTMC)




ﬁ fy= a xi_
A
E | )T[{M i LTTAE)- o

Cont,@yps [ime Markov R e

DL el gy
,Solugoes Iiransientes (Lap/ace e .

@ @ NI

o{zz,li) + %ZTH) nm/Tu)—ﬁ ﬁ
e g f

f Ugﬁ(zﬁ) F A T lF) =N T (Y)x 0(7
L Y

cﬁ = L c;/‘_\ V
T W = 4 LT L7, )

)= ca

*I o

VAL,
-
jA LT[ ([})]{- (o




Mjw syme Markov Chain
Thaw, GourclBarn f (F) .

AUTLHEH)N =T (0) +LTT N )] = LTlhG
A _TBy0))~ 4 + YAt Ul 7,97 :Zmu@

5f27p heaqp /&n @ Lt/[u

: ' fu)
LC-IC» @Jw/m&/\ @ A
_O_i_gz(—j ‘/’/té 7TZ C?‘) S )\ W—t_ Cﬂ):/D

2 JLW Hods 706 + Trce)
Hheaw s 08 =L - (), B,

T =L Tat | sy
L - b+ =
/‘4@

=L

At ey

LT T
e

JALTLL) e e




- BALTCT ()] - T(o)
A‘ﬂ 7z.(6) ,..0 Hhen

dd) — 41 rmf)]

ok At - “?‘“’J ‘

JIALTL )¢

smw Lr CYIL({H LT 4 ‘ﬁ'zu)] LT
) el N |

AT 4, T Totd)]
“ U+ U W] o




S"Markov Chain

A CTLT 0T + 4 UTT Telt)] 4 -
)\ Lrl’ﬂch)] & Ak
A LTLT AT+ (At W) x(TLT(4)]- >

LTC_WzC})] 4 ‘f'/f'tf)'\\ = l_

-3 A+ Atk).
caLa AL | T )

P LT 07 ) + T éﬁ’-“bfﬂ

LM Cmer)d H L7209 = '
LCiH]= -—”:A/\
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d’ﬁ’qﬁﬁw Markov Chain

NG NTTER T g P s

| A(A uw\)/
Wuw af/,&‘m/ L‘ilj,ﬂ‘h‘zu)ﬂ:
o

Hm




me Markov Chain

A= A(htn) + B0t







ime Markov Chain

éWT % (4":

TU“) f{ - >\ (d__fv(’"*)‘)/'

AN ,
ZTU‘/ M EXT i (4 F éuh\)}

A




me Markov Chain

| —(#HFN)7

(i A




DIsererel meVarkov Chain

ORI T, Pa— I
JNOICOMPOTAMENLO dE Viatriz de Propabilidades
ImMaEdEIEstocastIca € ~ de Préoximo Estados

representadeppor DTMC

‘ g 1
. Poi - ] Poo Po1 |0
P = 1Py P11 [l

p5N

Poo P10



e ime Markoy Chain

dala 5j;ady~§f:

2 i Ay=(811 3y, 8g3)
) 2] Az— 51 3y 93)
, a33' A3=(a3; a3; a3)

djj ° orobabilic e

»

\ _
Pl S ;=1

IT . P'=FhiS P . AP OHUE T fornece o

numero relativo de visitas ao estado s,

Chamar o modelo C:\Users\Paulo\Dropbox\Models\Models_ SHARPE\dtmc1.rgl



Considere uma maguina que pode estar em um dos dois estados, UP ou DOWN, onde 1 denota UPe 0

denota DOWN. O estado do maquina é verificada a cada hora, e nos horas de indice k=0, 1,..

Consideremos gue se a maquina estiver UP, tem uma probabilidade o de falhar durante a proxima hora.

Se a maquina estiver no estado DOWN, tem probabilidade B de sere reparada durante a proxima hora.

Chamar o modelo C:\Users\Paulo Maciel\Dropbox\Models\Models_ SHARPE\dtmc1.rg|



et
Disereie lmeMarkov Chain -
+IS0JUIcOES! paral Transiente

Ho)’P,
()P = 11(0) P?

gt
&

2

v .
(k)= T1(0) P, k=1,2,...



. | Mathematica |
- D/'SW imeMarkoy Chain il

EVollicao de Uma DITMC




B/S@ e Markov Chain

Classificacao dos estados
(STATES)

AN

i = 1 Recurrence Time Probability

( TRANSIENT )  (RECURRENT )

N

7 Mean Recurence Time
i‘i 1" i < X0

(NULL RECURRENT)  (POSITIVE RECURRENT )

AN

{f;_l

(PERIODIC ) (APERIODIC )







g -~
- 9’3@ e Markov Chain

Paﬁ um estado recorrente |

Para um estado transiente |

._ n ’\( | )::w, 0.5
r‘\ T

Transiente

2 ) «——Recorrente




Disereie e Markoy Chain

encia ao estado |




Disereie meVarkov Chain
Bl |

E seja Bl maxir
Estado i é periodico se [IE

Estado i é aperiddico se H

0 divisor comum deste conjunto.







S DIserete e Markov Chain

* Estado i & aperiodico se [




' 15);@ e Markov Chain

HT (i) — Holding Time at state i

_ _ 1 1
MHT (i) = E[HT ()] = S piy €101, ) piy=1
Zv;,j;ei pij 1—Dpii 7

MHT (i) — Mean Holding Time at state i — Mean Residence Time at state i

Pi,i
2
(1-pi:)
Var|HT(i)] — Variance of Holding Time at state i

Var[HT (i)] =




Mean First Passage Time

oo

MFPT (i, }) = Z

n=1

=p;; T Zpi,k X(1+M;)=1+ Zpi,k X My ;
k+j k#j

MFPT(1,j) =1+ Z P;; X My, — p;; X M;;
k
In matrix form:

M =1+ P(M — diag{M})

1 denotes a square matrix whose elements are all equal to 1.




Mean First Passage Time

The diagonal elements of M are the mean recurrence times,
whereas the off-diagonal elements are the mean first passage times.

The matrix M may be obtained iteratively from:

M&E*D = 1 4 p(M® — diag{M®}), M©@ =



B/S@ e Markoy Chain

Uma DTMC aperiodica na gual todos os estados sao
recor p0SItIvos e Ergodica.

MRT (i) = 1

T;

: € a probabilidade estacionaria do estado i de uma DTMC ergddica.

MRT(i) — Mean Recurrence Time to state i

Mean Time at state i ina period T (at steady state)
MTS(i) =m xT

Average Number of Visits to State i between Two
Sucessive Visits to State j (at steady state)

ANV (i, j) = =

T;




Mapping Applications to Discrete Time
Markov Chalns

More specifically,

the application is mapped into an ergodic DTMC.
In this approach, energy consumption as well as
execution time are numerically evaluated.

Modeling. Each basic block® B; in the CFG is
mapped into a state X; in the DTMC. Similarly,
control flow edges are mapped as transitions between
states and are labeled by the state transition
probabilities, as:

P(Bi, Bj) = Pr(B; jumps to Bj;) f

which defines the probability of executing B; after
B;.

int main() {
int x,y

{
for(y=0; y<10; y++) { // <9>
X++;
}
Yelse { // <0.5>
10. x=0;
11. 3}
12.

1.
2
3.
4, if(x< 10)// <0.5>
5.
6
7
8




” v
S Piserere fmeMarkov Chain o

to Discrete Time

Mapping Applications
Markov Chains

. int main()
int x,y

{
for(y=0; y<10; y++) { // <9>
X++;

1
2

3.

4. if (x< 10) // <0.5>
5

6

7

8 }

0@~ o

}else { // <0.5> Pn] an T pnn
10. x=0;
11. } n
12.

0<pij=<1, > pij=1foreachi

ijc X (GC -+ Ob X (20))

2

b=all c=all
basic instruction
blocks classes

T = Z Vp X ( Z Ib,c < (tc + Ob X to))

b= all c=all
basic instruction

blocks

classes




i =y -
Representacao dos Estados de um Processador

DTMC

Probabilidade do processador esta no estado i

n=(m)y, melol ) m=1

Vi

Tempo médio de permanéncia em cada estado |

1
MHT(I) - ’ PU € [0,1], Z P” =1
Zvjizj Py -~y
Vjizj

Tempo médio de recorréncia a cada estado i
_ 1
MRT() = —, m €[01], Zni —1
Ty
Vi

Métricas relacionadas



-y -
- Representagao dos Estados de um Processador

‘ _ ' DTMC

m(R) T (W) I (B)
0 1 o| m

nic)
State (mnemo
_ Processor
Trace W

TI(R) TL(W) II(B)
0.68742 0162503228 0.150077| I

mit (R}  mrW)  mr(8)
1454714 6153723928 6.663267  mrt(s) b

mht_(R)
3.35

mht(W)  mht(B)
1.13333333 1.363636
L1 . Pr= I e — il

I(k)=TI(0) P k=1,2,..

Matrix P raised to the

100 |power.

0.70149254° 0.19402985 0.1044776|R
= | 064705882 0.11764706 0.2352941|W B )
0.66666667 0.06666667 0.2666667|B 5587701631 0. 15

s m
0 :
3 0.687(0.163[ 015
067676768 4

rowfcol 1 2 3 4




BORUEYESYImE Markov Chain

): -+7n.1(0))

3 0 Sistema acima é:

.4"

’

Método da Uniformizagao

Transformar CTMC em DTMC



OIS YITE Markov Chain
. SellgeesTfansientes

AGERGORNTONENC(0), ..., :(0))
clt

| Umay solUcaiforimn JJ.,I:]r.J 9 sistema acima é:
(@)=L[(0))a% o~

Pela série de Tay _r/MacLaurin, temos:

eQt="T + Qt/TI™F(Qt)z/2I' + (Qt)>/3! + ...

= 2o (QO¥/K!



BORHEYESHIME Markov Chain
. SeluGoes Transientes

>
= [1(0) 2 (0314

endodamento ocorrem devido aos
v lor eJ oJe “JJ\ s eI gatlvos gue contem.

A matri (C)r) %torna nao-esparsa o que
requer capacidade muito maior.

Para evitar estes problemas aplica-se 0 metodo chamado de
uniformizacao (ou aleatorizacao - Randomization) tambem
chamado de metodo de Jensen



BORWRUES e Markov Chain
hrf e gue tomemos uma
niforme 2> A (i) onde:
[ ) SRS Rt v (A - A®) = V)
| Q e v >0 e ataxa de arbitraria de
Q - um evento ficticio que nao muda
0 estado i.

S UnIermiZacae

Estado de mer &
tempo de permanéncia

A(1) =g+ Gk
) = MaXyg st}

Sabe-se também que:
pi; = q;if A1) e py = Gy Al)

Tempo de permanéncia no estado I:
1/(-q;) = 1/ A(1)



CORWNESIIIIE Markov Chain

- B )S0S estados na CMTC
. lanéncia igual a 1/(-g;;), nao

~ teremos transicdo (auto-laco) na
DTMC. Para os estados que tiverem
PO de permanéncia maior, ou seja
uma época nao € longa o suficiente,
estes estados devem ser revisitados

' (auto-laco).

Tempo de permanéencia no estado I:
At=1/(-q.) = 1/ A(i)

pi; = q;if A1) e py = Gy Al)

Estado de mel Q
tempo de permané

A(i) = g5+ O

Sabe-se também que:



BORUEYESYImE Markov Chain

[ Unifermizacao o \'glvlc
: f q”/%,
- - | !

0 -
o

- i ]
A1) S 1

ik A= Gt QT v
Sabe-se tambem que: '

A = MaXysicst |0l

pi; = O/ A1) € Py = Oy All)



BORHEYESHIME Markov Chain

L Uniiermizacao e

e

o o
R .

PAFC ‘
Q=AP-1)

>

A2 maXVsieS{'Qij}



CoOnRMENES Ime Markov Chairn
Y

S UnIermiZacae .

Gyl A ‘DTI\/IC

W e at

.- \ A=t Qi+ v
P =\ + O > MaXysicst-Oij}
. ?ra Interpretacao:
Q=AP-1) onsiderando 1/). = At como uma época (time-
step), P=1 + Q At é igual aos dois primeiros
termos da expansao de Taylor, portanto a cadeia

uniformizada e uma aproximacao de primeira
ordem da CTMC.




R

BORHEYESHIME Markov Chain

0 Unliforizzlezlo)

&

4 2 ) 2 >
Q| 1T -2 P=1 4 1
& 6|6 0 0
o 4/6
ST P 2/6 216
Q=AP-1 | @‘
2 1

A = MaXyg st/




.

BORHEYESHIME Markov Chain

I1(0) e gno BOPY/Rl, ne

Na matriz P os valores estao entre 0 e 1. Nao ha valores
negativos, o que evita os erros de arrendodamento que
ocorrem na expansao com a matriz Q.



Calrir)t/e) T/‘m

Jarkov Chain

o0

()€Y, (At)P/n!
- Ne N

[1(t)=T1(0) 2 _; w(@t,n)P2 , neN



BORHEYESHIME Markov Chain

I SOJIUEOESIanSIENtEes

£)=Z)cy (1) IOJR IS
Uma soltG ,JOJrer,JrJgE]

X |
H( :] , \/(,\,gjﬂ H(n) y

H(O) ['1(0), H(n) = H(n 1P, neX

Podemos truncar a serie de maneira que a se
atinja uma exatidao 1-¢ (¢ = erro).



wudlits.

BORLRLGS me Markov Chain
:pS0lUGOESHIfiansIeEntes

ke A
F

LI(t)=2_, w(rt,0) I'L(n e

©0)

R (D)) ], = I& ()) B, 2 (Py)/n!] -

KE!

[TT(0)re

Ll =2 p desiguladade ocorre, pois
|P"];; sa0 menores ou iguals
aum.

n=0 / Dﬁ”

Portanto:
Zn=ke+1 et (At)"/nl < g



BORWRUES meée Markov Chain
SOIUGOESghiiansSIENtES

Daco que, VSRR I/HINE uma distribuicao
¢isdraiz) (P owson) I)orwmu, |

Zn=ke+1 CLAV) ISR RBRSNE RO /T | =



BOIHEUESYIIE Markov Chain
SEIUGEESHIanSIERte ‘

<0 - ke

. Zn=ke+l L <}\?t)n/”! - [.l - i n=0 (kt)n/n! ] < €
KE N ’, (
DI A8 ()0 /1) | > iR =

ke
DI (Vo) /)] > (1~ ) 2



-ﬂ; ‘

CORUENES YIE Ve kov Chain

SPIUGaeNIIERSIERtE(Exemplo)

) D 7
- QE [T -28. PN 4 1
| o 0 - oo 0 0
R i | - 2/6 2/6 46
P=1+C : ﬁ
Q=MP-1)

O

A > MaXyg st}

Considere e=10+7



BORHEYESHIME Markov Chain
1 Sojlicaeransiente (exemplo)

2 7 w2z 2 2
VARSI P=11 4 1
6 0 -6 6l 6 0 0

ke #
Yo (NE)MIEN(1-"¢) et

Dado A= 6 e considerando =107



-ﬂ; ‘

CORUIEYOSIImE Ve kov Chain
P SelUcaeNIrRRSIERtENEXeEmMplo)

501 |5 | 10] 20 |50 |100

kel 5 1" |17 | 52| 91| 163|367 | 693
BE[cl) b= § COIJ:)]CJEFEJJ’JCsz;lO“

Para t\— IMEmESeEae) et =(1=10%) e%° = 1,8219

ke .
> _o ()R = (1-F)er

s _(0,6)/n! = 1,8214,
2 _(0,6)/n! = 1,8221,



BORUEYESYImE Markov Chain

11 SOlliGaeHIransIENte (exemplo,

5 | 10| 20 |50 |100

171 521 911 16313671693

Para =N ERENS

w(6n) = [E20ONNIE , ned0)1,2,3,4,5)

~ ke A
[1(t)=2,_, wOit,n) TI(n) , ne{0,1,2,3,4,5}



3
BORLRUESYIme Markov Chain
ISOIUGEsRTansienten@xemplo)

RO RS |5 | 0] 20 |50 [100

kel 5 | Z | A 91 | 163|367 | 693

EIENE =0 L — ke = -

BO)= W) = (0,0 Juinkse:
T1(1) , TI2Y, TI(3) ' T1(2) , [1(5) através de

[1(n) = [I(n-1)P., ne{1,2,3,4,5}



BORUEYESYImE Markov Chain

11 SOlliGaeHIransIENte (exemplo,

5 | 10| 20 |50 |100

171 521 911 16313671693

Paraitr =ORE=SKER= s

w(0.6,n) = [E0:6 O.6)”]/n! "ne{0,1,2,3,4,5)

ﬁ(o. 1)=Z§,n=0 w(0.6,n) ﬁ(n) , ne{0,1,2,3,4,5}



0 Jollmo iransient

[=9%2.(0)8)2/3]
e06(0,6)%/4!]
€06(0,6)°/5!]

ei(Exemplo)
OWARRO.SBN | 5

® (17 [ 52

RE (o 6)2/2

10

20

BORUEYESYImE Markov Chain

50

100

_'o

/] I 12131415}

163

367

693



BORUEYESYImE Markov Chain

11 SOlliGaeHIransIENte (exemplo,

5 | 10| 20 |50 |100

171 521 911 16313671693

Para t/ =0/ {F="K

(0.6,n) = [E7X (0T/h! , nefd,2,3,4,5)

ﬁ(o. 1)=Z§,n=0 w(0.6,n) ﬁ(n) , ne{l,2,3,4,5}



BORUEYESYImE Markov Chain

| Solucaenlransiente (exemplo;

10| 20 |50 |100

[ 521 o1l 16313671693

f'[(0.1)=2?n=0 w(0.6,n) I(n) , ne{1,2,3,4,5}
[1(0.1)= (0.71, 0.1502, 0.1268)



Ne 6”W Jirme Markov Chairn

Ol iiransiente (exemplo)

0.6 08 1.0 1.2
t




SeEYalnovian. Chaalr (SMC)

P

= ConsiderextmarPDiiMC “embutida”, contudo
tambem r*orpuere I tem%lo de permanéncia
(ne Jomru continuos t ), ém cada estado
IS da DTME; com distribuicao F(t) e
densidade f(t

Este modelo é denominado SMC.



i

SeEMamovian Chain (SMC)
Zada 2 ‘)Jr

— MatrizZ ae probab@ﬂﬂar: de 1 passo (P),

‘ P 4 - y

!/etor de probabilidade inicial (I1(0)) e

o vetor de distribuicoes de permanéncia nos
estados (F(t) = (Fy(t),...,F(t),...,F 5, (1))).



[

SermEMamovian Chain (SMC)

y -

4 ocorrem
m,JJ,Jr g esta rto a SMC tem
- COmE r)Jrumi? o ig al ao da correspondente
- DIMCY(eemportamento descrito por P) e €
~ independente do passado.

Quando se aIGanga um estado i, um tempo
distribuido conforme = () deve se passar
para que ocorra hova transicao entre
estados.




SeEMamovian Chain (SMC)

Calcule'o'tempo médio de permanéncia (h,)
em cada estado !

hi=fo:t f(t)at



-ﬂ; ‘

SeEMamovian Chain (SMC)

— Atprobabjlidade de estado estacionario da
SMEENebtida por:

-

i . — N1 N \l I
o 1'5] - gQ)J < VJES O‘)_] X h])’ \V/|

WSPIUEaE EStacionaria
lr

NN
'

\

Em muitas aplicacoes, h. € fornecido
diretamente.

Solucao transiente € mais sofisticada.



SenEaevian Chain (SMC)

QP=0
2vies Oy =A1
h,=10, h;=5

Tempo medio de permanéncia



Semgarovian Chain (SMC)

NSEIN fLJO EStacionaria W8Iz de Propabilidades

e Proximo Est
=~ EXemplos » LI 1510105

3 ‘Q Q“’ ,'

QP=0 "
Do G =il
h,=10, h;=5

g 1
0,4 0,6 0
0,7 0,3 |1

. Jow,=0,5385
°n,=0,4615




Semgarovian Chain (SMC)

NSEIN fLJO EStacionaria W8Iz de Propabilidades
e Proximo Estados

- EXEMmpIe:
D 1
0,4 0,6 |0
BF 0,3 (1
*,=0,5385 I = (0,5385 x 10)
*»;,=0,4615 (0,5385 % 10) + (0,4615 x 5)
= (o xh) Vi eS T, = (0,4615 x 5)

(Z‘v’jes ®; X hj)

(0,5385 X 10) + (0,4615 x 5)



SeEMamovian Chain (SMC)

IS EBRESIAGIBRENIE™ 112 de Propabilidades

=gy | e Proximo Estados
- EXEMmpIe: - |

| g 1
Ny @)  [ososp
g e —y 0,3 1
Ty = (05385 40) = 0%
(0,5385 % 10) + (0,4615 x 5)
Ty = (0,4615 x 5) 3

(0,5385 X 10) + (0,4615 x 5)



Interpretacoes

(7))
(@)
sousalx3 sreuls | =
@
o
saUWIT | ©
=
sopeaipald | ©
- \ w
a
ojeAsau] |
<
©
Juiwaneq | =
. @)
o
0onses01sy |
Fa—

owouQINy
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REGESIemporizadas

—
&
Token-Timed Transition-Timed Place-Timed
PN PN PN

Stochastic
PN




REGESHemporizadas

’

' Token-Timed Transition-Timed Place-Timed
PN A PN PN

>

Stochastic
PN




| Ramichgndani, 1973 - Transition Timed Net
- Merlin, 1976~ Sition Time Net
Sifakis I)// D ace Timed Net



ABING IR =195(

. Molloy/="1981

«Marsahset al. - 1‘9'84

= uma rede temporizada onde o delay
associadora transicao € uma variavel aleatoria
de distribuicao exponencial




Red" S T elporizadas
BV ESHIEMpOrizados (PTPN)

N1Ga0: PIENE(R, T, F @)v, o,/I',0), onde
CONJURLONEENL LUJreJ, _
0 conjunto dertransicoes,
e (P T) W (T P,)' a relacao que representa os arcos
W — Valoracao (peso dos arcos) - W: F — N
M,- Marcagao inicial - IQP — N
T={y1, V5---s Vyy---y NUMeros reais denominada base de tempo.
v:P — I' um mapeamato que v(p) = v;



v(p0) = 3



v(p0) = 3 Instante=0



v(p0) = 3 Instante=1



v(p0) = 3 Instante=2



v(p0) = 3 Instante=3



REdEs de Petri Temporizadas
NIEMPEIASSeCiado as Transicoes -

) P _‘i"' -
DASICOS:

o ( Jpga@o&—) thésifases)

o J\/Jar,:y :;P wn_),u idas dos lugares de entrada
HENImarduracao
. Marcasisao geradas no lugares de saida

DiSPaieratomico
AS marca permanecem nos lugares de entrada
pelo periodo igual ao de/ay associada a
transicao. ApOs 0 delay as marcas sao

consumidas e geradas nos lugares de saida
imediatamente.



REAESIde; Petri Temporizadas
SEMPEIASSOCIado as Transicoes -

y -

0 Cojjles] ]" S Basicos:
— Duracdo (dispago enml .iﬁ
p

0 HJr e Selrrepresentada
GI5Pareratomico
[ Medelormals compacto
10 estado é uma informagao mais complexa do
gue o modelo nao-temporizado
DISpaleratemico
Pode representar o modelo com duracao

O conjunto de marcagoes alcancaveis € um
sub-conjunto das marcacoes do modelo nao-

temporizado.

fiases)
uma rede com



Redes de ir:rJ Temporizadas
IENPO r\sso\,Jado as Transicoes -

Probabilidade

Race (corrida): (delay)
— Transigoes habilitadas com menor de/ay sao
disparadas



Redes de Petri rremporlzadas
= IEMpoAS JCJJJF Transigoes -

MEONCEILOS Basicos:
—Quandepima das transicoes

coniiitantes e desabilitada pelo

C JJr zlfe) ¢elz o.u_t#ﬁ" O que acontece com

0 fimeér-da que ficou desabilitada

quan 0 @ mesma tornar-se habilitada

outra vez?



COmOBNficana marrunu
doNEMpPEIGEE Nabilita

alli zarurf

se tornar novamente
habilitada o valor do timer
iniciara daquele valor.

Restart

Quando a transicao for
novamente habilitada o timer
sera re-iniciado.



REdEs de Petri Temporizadas
SEMPEIASSOCIado as Transicoes -
S . e

2 com @ timer das

CraSICOES J itadas apos o disparo
dertma 'tr:' ICA0?

Todas as transicdes. N3o somente as
transicoes conflitantes.

«Algumas politicas de memaria podem ser construidas



Pe:'c" [emporizadas
CJJJJ as Transicoes -

= Resarmplirg

0 r\gJJ eddd disparo 0s timers de TODAS
@S trans go SaoMe-iniciado (restart)
\do ha memoria

Apos des&rtar todos os timers, os
valores iniciais sao associados a todas as
transicoes que se tornarem habilitadas
nNa Nova marcagao.



Redeside Petri Temporizadas
clado as Transicoes -

»
= Zrlavling 1Memory
TAPOSICada disparo os fimers  das
e SESIGUENICaliamI desabilitadas sao
‘re-iniciados (restart)

AS tanGIG0ES que permaneceram
nabllitadas com o disparo mateem seus
valores presentes( continue)



ir:rJ Temporizadas
[z[e[o): J» Tran5|goes -

= Age Mernory

TApos cada disparo os timers de
[OuEEras transicoes sao mantidos em
‘seus valores presentes (continue)

4



REAES de Petri Temporizadas
1901 ASS0C clado as Transicoes -
ICONCEtoEIBEGicos:

— Grau de rlapilitz (jj
(f‘f/JJ//f/ g Degre

- E omIHEe J@ez“ que
- Uma determinada transicao
pode ser@isparada, huma
determinada marcacao,
antes de se torna
desabilitada.

Quando o grau de
habilitacao € maior gue
um, atencao especial a
semantica de temporizagao
deve ser considerada.




trJ [emporizadas
JJ as Transicoes -

"': " = ]
0 Single-seryer friilepEllzlel e

nlEsserver firlng semantics

Multiple-server firng semantics

— K &€ 0o maximo grau de paralelismo. Quando
k—oo , Multiple-server firing semantics e
igual a /nfinite-server firing semantics.



REdeside Petri Temporizadas
) A

SIMPBPASSOCIaC0 as Transicoes -
h

| CoNEEIloes Basicos:

— Single-server firiri ‘h
SE/TIa/IbGeSs;

t=6 t=9




nporizadas
Transicoes -

t=3



REdeside Petri Temporizadas
) A

SIMPBPASSOCIaC0 as Transicoes -
h

1 CONEEILOS BASICOS:
— Mulijple-server [ ‘
Se/nanyesy &2




wudlits.

gao da Técnicas de
penho

r'l?—J

N

AVzlllzlezo

ledicao RrotOUDEGEN

Sistema  Benchmarks: ; /
Real

Modelagem



g

-
§

- ’R@ com Arco Inibidor

DEfRICE0:

s

-

definidesicomo
usualmente.

€ a funcao de
mapeamento de que
representam 0S arcos
inibidores

Marcacao inicial —



som"Prioridade

RIAIRSNN € a funcao de
mapear ento de que
PINEICHMRORSRENY )" rEPrESENtam os arcos
. nibidores

7, J ,%J”J”J“JOJ COMOT - - 5 é uma fungdo que
”S S " mapeia as transicoes niveis de
~ prioridade.

M- Marcacao inicial - My: P — N



.

REBGEES com" " Prioridade

=(P,T,1,Q,,I J\J J) N

i Structural Causal relation

oo _|-g}
‘ * i

i
N9
Structural W

Extended Conflict Set - ECS = {t,,t;, 5,4, by }

Indirect Conf




-ﬂ; ‘

REWES com" Pric |dade

J <J') T, /O/J_J \/)_)

Structural Causal relation

.

Q'Qvl

PG

\ :
Remocao da Confusac

o = T p54z 14 p7
o Ty, T, T > Ty Structural Conflict

J‘ oo




2hes Estocasticas
-

-—

SPN =(P, T,1,0,H,I1, G, My, Atts)

P ={p1.p2.....ps}1s the set of places,

I' ={t, 1, ....1,}1s the set of transitions,

I € (N" — N)"™ is a matrix of marking-dependent
multiplicities of input arcs

0 € (N" — N)"™" is a matrix of marking dependent
multiplicities of output arcs.

H e (N" — N)"™™ is a matrix of marking-dependent
inhibitor arcs.



‘edes Estocasticas
&

SPN = (P, T,1,0,H,T1,G, My, Atts)

[T € W™ s the priority vector
G € (N" — {true, false})™ is the guard vector

My € N" is the initial marking vector
Atts = (Dist, W, Markdep, Policy, Concurrency)™

W:T = Ris a function that assigns
weight to imediate transitions
and delay to time timed transitions
Markdep € {constant,enabdep)
Policy € {prd, prs} is the preemption policy
Concurrency € {ss,is}




f{edgs Fstoc= sticas

¢zl0) eo an unto de lugares,

ar ,O W) J' 0/ conjunto de transicoes,
IR € a funcdo de
mapeamento de que
epresentam as pre-condicoes,

RO N éa funcao de
mapeamento de que
representam as pos-condicoes

WESFS R (ouW : TxM — R*) e

3 l uma fungao que associa taxas de

P ‘ distribuicao exponencial as
|,

transicoes
r My- Marcagao inicial - My: P — N




Pao H'J.unto de lugares,
e ﬁmr 20; | 0/ conjunto de transicoes,

SPN=(P, T,1,0,H, W, 4 )‘ Pl A ';“e”gi% pe
" repre ntam as pré-condicoes,
4 O : PxT — & éafuncao de

apeamento de que
representam as pos-condicoes

H: PxT — & é a funcao de
mapeamento de que
representam os arcos inibidores

WESIE— 9t (ou W : TxM — R*) e
uma fungao que associa taxas de
distribuicao exponencial as
transicoes

My~ Marcagao inicial - M: P — N




es Estocasticas

Rede Estocastica

| )
O . "‘1—-|]—-D—-[|—-""

Grafo de Marcacoes / CTMC




REg@es) Estocasticas

Semantica de Disparo de Transigac
: MU ERIESIGEON L R SPET e VElfSe estiver habilitada
- Regrasjdemanilitacao
M[t > M(p1) = 1(pI, t)
vV pIfek

T ""]959550”1 WelaysImMEneResidisparam primeiro (Race)

Enabling men ry,gsamp//ng, age memory

Regras de disparo
Se M[t, >M’
M’(pi)=MO(pi) - I(pi, £)+O(pi, t;,), V pi eP



es Estocasticas

Conflito_




[

REWESHESLOC tlcas

o

MIDEfINIGa0: o Grafo de Marcacoes

SPNE(PATOMM:)
D .

WA Jf“U{)f
£2 t1J t4

,)'@
~ - ®

3 |

@




BDENNICAG: e Gl-%o de Marcacoes
SEINS(EAFL O, VWi Jo)
WETE i {)

r)l@ ¥ t2




BDENNICAG: e GETO de Marcacoes
SEINS(EAFL O, VWi JO)
WaiT RE

pil @ - t2

t4




BDENNICAG: e Gl-%o de Marcacoes
SEINS(EAFL O, VWi Jo)
WAE i {)

r)l@ ¥ t2




BDENNICAG: e Gl-%o de Marcacoes
SEINS(EAFL O, VWi Jo)
WESTE i U { )

r)l@ ¥ t2




BDENNICAG: -0 G'gTo de Marcacoes
SEINS(EARO, VWi \Jg)
WEST i {)

20—




BDENNICAG: .| Grafo de Marcacgoes
SEINS(EARO, VWi \Jg)
W TG (0) \

20—




REGES) Estt)castlcas



[Ocasticas

H

 Emigeral,; a CIIMC associada a uma SPN e
ObtidardaiSeguinte maneira:

— Olespageide estados 5 — {S - corresponde ao

reacriapligases = S(INVlg) = {IM - da rede marcada

RS (Nt )i ales de cada estado s, (corresponde a

marcacao V) p% cada estado s; (M) sao obtidas

pela somal de todas,as /iring rates associadas as

transicoes que estao habilitadas em M. e cujo
disparo levam a M.

Q



F) ~ ~ — 1 ‘ I
REGESFEStOCasticas
ASSUIMINEOSSENYUEIOUES asitiansicoes operam em Single
See/@Seliancs (SS) eitaxas (rates) independentes da
MalCaGa0) ENIESE: O
Liile < (i) P J‘F‘?

A

)

fij =

i

onde © — [ | gerador infinitesimal (matriz de taxas)

=24 = O '
o, € a taxa de disparo de t..

L F =i

e(M;) = {t It € e(M;) A M[t>M; }€ o conjunto de transicoes
que estao hablitadas em M, e cujo disparo levam a M.
e(M.) conjunto de transigoes habilitadas em M.



-sto stlcas
lizada @SPN)

PAPiR®idefinidos como usualmente.

rl H,<r BE a funcao de

7 lapeamento de que representam
GSPN=(P,T,1,0,H,TI,W v J) c~ 2 CO%\IbIdOI‘eS

NG 0 setfor temporizada

NEribritEde) [N se t for imediata

TS0 (oUW @ TxM — R+) &
1.uma fungao que associa taxas de

1 .
distribuicao exponencial as
_"" . L transicoes temporizadas e

t2 p3 2.pesos usados na computacao das
probabilidades de disparo das

4
transicoes imediatas
t4 t3
\‘/p4 M,- Marcacdo inicial - My: P —




=StC castlcas
-— __i
fJ]J Zelc (GSPN)
Semanticarde Disnz _EQ&JQQ_IJ 5|ga0
PREGrasideENabilitagao ™ _ _
M= M(pi) —1(pi) t) e M(pi) < H(pi, t;)
V' Pl e
BUmaitienscaGRAe disparavel se estiver habilitada
1 TransiGOEsIEON ve/ays menores disparam primeiro (Race)

idnSICEESNMeEdiatas disparam instantaneamente com
prieriaades sum as temporizadas

Diferentes r de prlorldade podem ser associados as
transicoes |med|atas

Transicoes l_medlatas com mesmo nivel de prioridade
associada disparam de acordo com 0 peso associado a cada
uma.

Enabling memory, resampling, age memory

Regras de disparo
Se M[t, >M’

M(pi)=MO(pi) - I(pi, t)+0(pi, t;), V pi P




EENErallza JJ (GSPN)
Rreachnability Set
r@ = VSHVHIN

VS TR

V'S — Vanishing set:

Marcacoes em que as
transicoes disparaveis
sao imediatas.

» 1S — Tangible set:

p4‘ Z

l Marcacoes onde as
t4 5wl transicoes habilitadas
A1 2 sao temporizadas.




stocasticas
_J“ (GSPN)

Grafo de Marcacoes

Vanishing
marking



|tk|,mj} — (Dk/q]

Oi= 2tk < e(Mi) Ok

oy € a taxa de disparo de t,.

e(M;) conjunto de transigoes
habilitadas em M..

Quando a marcacao €
vanishing, o, € um peso
(transicao imediata).

Quando a marcacao €
tangible, o, € a taxa.



(“),ur do CJJ\/‘—‘ iSAS triansi 3 ;
confusao, o calculo do

ECS consiste em
particionar as transicoes
Imediatas em conjuntos
0S quais as transicao de
cada conjunto possam
estar em conflito.

Contudo, transicoes de
diferentes ECS sao
concorrente.

transigodlspar-a- SO faz
sentido quando na
presenca de conflito.



5 Quando transicdes de um
im "JUUJ 252107 tinico ECS sdo as Unicas
rp.)JIu,JJJ =g s ? B it oS

a qular P{tIm = o/w,(m;)
transm;a (8 |sp%@ s6 faz  WilMi) = 2y  recse) - ey
sentido quando na

presenca de conflito. Os pesos podem ser diferentes
em diferentes marcacoes,
mas a relacao entre estes

pesos € constante (sem
confusao)



edes Estocasticas
géralizada (GSPN)
Reachability Set
RS =S U TS
SHaTIS = &
V'S — Vanishing set:

Marcacoes em que as
transicoes disparaveis
sao imediatas.

1S — Tangible set:

Marcacoes onde as
transicoes habilitadas
sao temporizadas.




Grafo de Marcacoes

} Vanishing
i Tagible%v @ marking
| marking 11 "\t5

-
- t2 t3
1 p




-ﬂ; ‘

Redes Estoca: tlcas

e garan L existenciarde probabilidade
SStaCIONENd) aiiEde deve ser:
ImitadaNBoIGEd) ® |
FeVErsIvElr e

livre de't JJrJ,w O (déadlock-free)

kQ J 7]\4] ﬁj)ﬂ = 1

Probabilidade estacionaria de uma marcagao M.
(1ty,.., ..., 7y) Q = (0,...,0,...,0)
Zln 71'i=1



Uma soll GO fierme
[1(t)=I1(0)e

para o) 5|stema acima €:



S Estocasticas

SMDAEER = E(N)Ra priobabilidade de se
disparaidailis esta habilitada em V) em M, e:

i~/ 1 vl \ " A
o0, V)= My, ZREe:

0ciada a transicao t atraves



REaes: Estocasticas
i

"Dadesy =Sl 3 probabilidade de se disparar t,
2 M, & =

}i,

‘ D)= ayfa),
Y\ =" # |

‘“f M]) tj= | ECS(t) M [T)> ODj
ECS(th) — Bxtended. Confiict Set
o, (Mo peEsE .o‘ a transicao t, na marcacao M.

Caso haja mais de uma transicao imediata, de diferentes
ECS, habilitadas em uma marcacao M, nao importa a
ordem de disparo, desde que a rede seja livre de
confusao.



S Estocasticas

sMIENIPO dE PEfManencia NUma marcagao
(sojourn trne) .

rrm" %
= 2T
Tj = {t'] j [

). € a taxa associada a transicao t através
da W




casticas

0 ProvzigllielElels que Um . NUmero esperado de
UGS SERIIER < MalCas “marcas no lugar p,

—

1 (r)J/Jg) ~ L' jeSl r)]’ K
, .‘ 4; ‘;. -
G | EM(p) = 2- X -p(pj,x)
' | | X=1

K @ 0 numero maximo de marcas
gque o lugar pj pode conter



=Sto C“ sticas

0 Tf’w,/j/,u" ate r‘*’ ma
uiEnSIGa0 rerrﬁ,)r ada

2 probabilidade estacionaria de
uma marcagé) Mi'que habilita €.
); € a taxa associada a transigao t,



-ﬂ; ‘

Redes Esto ticas

pEm ru m eJJ ntre |sparos de
Himartia (ug
T= 1/TR(T ) = '/’ csub; - 25)
5= 11 =012, 30
, L b 'I)rc'n iIidade estaciondria de
uma marca Mi'que habilita €.
); € a taxa associada a transigao t,




irelf)s J(LJO media a-
. A 1
- Pac Jg Serdealculada de uma transicao

. exponenci eﬁ estrutura do modelo GSPN.

A,
d .TR(t)—TR(t) (0;/ @; + w))

‘—I—‘ tj e tk sdo as Unicas transicoes
. de um ECS.




ZPA == | (ergodico)

X4 tamani’p medio da fila.

S| = résponse time do sistema.
- taxa de chegada



(= '_'N'
Redey Estocasticas

WIEIPOITIEG/ONGE. ESPE <—>fF 2m um lugar

— Walit(pi) = r~m(r),) Em(p;)
.  R( R (T
7€0(pi) ]

Em(p,) € o' numero médio de marcas no lugar p..
TR(t.) throughput da transicao ..




-~

Representacao
explicita do
descarte

Redes| Estocasticas

L

A=8.;u=10.:n=1;k =20;
Q = ueueingProcess[A, U, n, k]

MM1K

ueueProperties [&]

sl H1ES || s ©

Basic Properties
CQuensMNotation MA1/20
ArnvalBate a.

mat: 0,125 - DOUELE
mist: 0.1 - DOLUE...

K: 20 - INTEGER
mss: 3,80450607401575..,

ServiceRate 10.

UtilizationFactor | 0.708138

Throughput 7.98138

ServiceChannels 1

mssi E{#P0} _
dp:  P{EPO=K) cdp: 0.00232730804206696234 Sﬁfgltmcaimt&’ 20

dri P{#PO=K}"(1/mat) dr: 0.018618469141356987 TnitialState 0

tp: (L/mat*(1-P{#P0=K} tp: 7.981381530858643 P“"f“"“"‘“f““““m :
mrt: E#EPO}{(L/mat)*(1-P{#P0=K})) mrt:?ﬂ.al?ﬁﬁ?EﬁEEEﬁESE}g? E::::Eﬁ zi*;':;
u: P{#P0 >0} w: 0.7981381530858642 —
mgs: (EE#POD-(P#P0>0}) mqs: 3.0063679209298875 o Tore

((E{=PO}-(P{=P0 =01}/ ({1 /mat)*(1-P{=Pl=K})) mwt: 0.376672623568524




&des Estocasticas
2

put de transicoes K-server semantics

Directly from the CTMC:
24 =0.2

T
Throughput(Ty) = n(s,) X 24+ n(s,) x A M =0.01
Throughput(T,) = P{m(Py) = 2} x 24+ P{m(Py) = 1} x A
Throughput(T,) = P{EnablingDegree(T,) = 2} X 24 +
P{EnablingDegree(Ty) = 1} x A

m(52)=0.9049773755656109
m(s1)=0.09049773755656108
m(s0)=0.004524886877828055

TP(To) = P{#P0 =2} X 0.2 + P{#P0 = 1} X 0.1 = Throughput(Ty) = m(sy) X 24 + m(s;) X A = 0.009954751
= (.009954751




TP(T0) = E{#P0} x 1

T

ViLek Esfidagg Do
LUGRE BT BuspA R
NG <o .

11

n
Throughput(T,) = Z P{EnablingDegree(T,) = i} X 1A
(=1

Where n is the highest enabling degree of T};.




Representacao

c c : , .
Implicita do
descarte
l:ﬁ.;,u:lﬂ.;n:ﬁ;k=20;
& = JueneingProcess[A, o, n, k] :
i|j| CueueProperties [Q]
L
£ ) “‘«Efl Pz 2
S;S{S flt-i"-'-* $58 iss
A I Basic Properties
t“ P L e Cu=usMotation N 2/20
ArrvalRate 8.
— Kl=18
K =20 = ServiceRate 10.
m=2 T j[} Py UtilizationFactor | 0.4
.
mss: 0.9523808222346... Theoughput 3
mss: BEPL-P{#P1>0}-(P{#P1>1}) mags: 0.1523808207741854 | ServiceChannels |2
mgs: E{#P1} dp: 9.424385440149836E-9 | systemCapacity | 20
dp:  P{#P1=K} "
. 7 _ InitialState 0
dri P{EP1=K}*(1/mat) dr: 7.539508352119869E-8 e
tp: (1/mat)*(1-P{#P1=K}) tp: 7.090999924604916 _ :
it (EEPL/(Umat)*(1-P{EP1=K]) mirt: 0,11904760390128513 :m:"'mf" :ﬁ:
eansystemDime | 0. :
mwt: (E{#PL}-(P{EP1>01-(P{EPL>10)/((L/mat)*(1-P{#P1=K}))  mwt: 0.019047603901285137 e :
w o PEPL>1}+((P{#P1=1)/2) u: 0.39999999§2302458 il R
MeanCueneTime | 0.0190476




mqs:

dr:

tp:
it

it

o P”@
.-"'"J- £ .-'"".-- ™~
(55 555
ty Pt to Py
K =20 Kl =
m =7 m=2
Pz
E{#P0}
E{#P21/NS
(P{#P0=K)ANDEP2=NS)N*(L/mat)
((L/mat))*(1-(P{(#P0=K)AND{EP2=NS) )
((E{#P0Y) +(E{#P2 /(0L mat))*(1-(P{#POI=K)ANDEP2=NS )
(E[#P0}) +(E{#P2])
(E{ZPON/IL mat))*(1-(P{{#PI=K)ANDEP2=NSI 1))

Representacao
implicita do
descarte

A=8.:u=10.:n=2;k = 20;
& = JueneingProcess[A, o, n, k] :

CueueProperties [Q]

D3 L2

55
I Basic Properties

CueueMotation MI220
ArrivalRate 8.

t
o b

18
ServiceRate 10.

UtilizationFacter | 0.4

Pz

mgs: 0.152350829774138554
u: 0,39999999523024535
dr: 7.539508352119869E-8

= | Throughput 8

ServiceChannslz 2

SwstemCapacity | 20

tp: 7.99999992 4604916 InitialState 0
it 0.2523808207741855 Performance Measures
miss: 0.95238082223467... MeanSystemSize | 0952381

mwt: 0,019047603901285154 MeanSystemTime | 0.119048

MeanQusnsSize | 0152381

MMeanCueneTime | 0.0190476




T2

To 1
D@
NC:=1" 1Ba = 0125

AR =3

UtilizationS1 = (NS1-E{#P5 NS
UtilizationS2 = (NS2-E{#P5 )NS2
Throughput! = E{#P4 }SR1
Throughput2 = E{#PE SR2

Throughput = E{#PE FSR2 + E{#P4SR1
MQS = E{#P2}

MSS = E{#P2 +E{#P4 +E[#P5}

MST = (E{#P2 +E{#P4 HE{#PE })* TBA
MQT = E{#P2 *TBA

M52 =1

DiscardProb = P{{#P1=1) AND (#P2=B5) AND [#P4=NS1) AND (#PE=NS2)}
DiscardRate = P{{#P1=1) AND (#P2=B5) AND (#P4=NS1) AND (#PE=NS2)FAR

LitiizationS1 = 0376547231148
LitlizationS2 = 0.33876221 4854
Throughput! = 3.76547 2311484

Throughput2 = 4 234527655679
Throughput = 7999939937163

PGS = 0.10351 5664521
MSS = 0.818825110524
MST = 0.102353138815
MQT = 0.01 2939458065

DigcardProb = 3 55E-10
DiscardRate = 2 837E-9

Equivalente ao
anterior.
Servidores
representados
individualmente

A=8.:u=10.:n=2;k = 20;

& = JueneingProcess[A, o, n, k] :

CueueProperties [Q]

aalilIE3II

Basic Properties

CrususMotation MMA220
ArrivalRate 2.
ServiceRate 10.

UtilizationFacter | 0.4

Throughput 8

ServiceChannslz 2

SwstemCapacity | 20

InitialState 1]

Performance Measures

hieanSystemSize | 0.032331

heanSystemTime | 0.119048

hdeanCuenaSize | 0.132381

MMeanCueneTime | 0.0190476




Stlca S Servidores com

caracterisitcas
diferentes.

>
(P
C
(D

St

NC:=1 1ga-=0125
AR =8

Litilizations1 = 0.3765472311 48

LitilizationS2 = 0.3765472311 48
Throughput! = 3.7635472311484

Throughput2 = 4 23452768367
Throughput = 7 995983837163

MQS = 0.10351 5664521
M55 = 0.818825110524
MST = 0.102353138815
MQT = 0.0129339458065

572 :=0.08
SR2:=125

DiscarcProb = 3. 55E-10
DiscardRate = 2. 837E-9



Servidores com
caracterisitcas

4 - diferentes.

Redes Estocasticas stk
MMnLn2K few : R
TP(TEL): 17.555092334221384
TP(TE2): 31.840211052786383

TPsystem: 49.395903387007...

TPsystemV2: 49.39591047751361
TO: 0.60408952248639...
PD: 0.0120817904497278...
RT: 0.15187179756670718

Us1: 0.8777846167110691
Us2: 0.84907229474097

AQS = "E{#P1}" P5

ASS = "(E{#P1})+(E{#P2]})+(E{#PA])"

TP(TEL) = "((P{#P2=1}*(1/ST1))+(P{#P2>1}*(2/5T1)))"

TP(TE2) = "((P{#P4=1}*(1/ST2))+ (P{#Pa=2}*(2/5T2))+ (P{#P4>2}*(3/5T2)))"

TPsystem = "(((P{#P2=1}*(1/STL) )+(P{#P2>1}*(2/5T1)) )+ ( (P{#P4=1}*(1/5T2) )+ (P{#P4=2}*(2/5T2))+ (P{#P4>2}*(3/5T2))))"
RT = "(((E{#PL})+(E{#P2})+(E{#P4}) )/ ( ((P{#P2=1}*(1/STL))+(P{#P2>1}*(2/ST1)) )+ ( (P{#Pa=1}*(1/5T2) )+ (P{#Pa=2}*(2/5T2) )+(P{#P4>2}*(3/5T2)))))"
o = "(P{{#PL+#P24#P4)=20]1*(1/TBA))"

TPsystemv2 = "((1/TBA)- (P{(#PL+#P2+#P4)=201*(1/TBA)})"

usi = "E{#P2}/51"

us2 = "E{#Pa}/s2"

PD = "P{(#PL+#P24+#P4)=20]"



°

~ Redes Estocasticas

4

MTEA: 0.01 - DOUELE

= TEO

MTTSL: 0016667 - DOLUELE

p: 0.35 - DOUELE
MTTS2: 0.016667 - DOLELE

ASS: 2.568239510328646

TP: Bo.0475042625T96
RT: 0.029846742697928096

((#P2>0)OR(P3>0)) (Guard expression)

ASS: (E{=P0Y) +(E{=P1}
Tp:  (((P{APO=0N*(L/MTTSL)) +((P{#PL=0])*(1/MTTS2)))
RT:  (((E{#P0Y) +(E[#P10)/({(P{#P0 = 00*(LMTTSL)) +((PI#PL=00*(L/MTTS2)))




- "REedes Estocasticas

co;n 2 servidores e com falha e reparo
VErsdo co emantics

TP: 1.04531600893267457
K: 30 - INTEGER

A55 0,8202189457525834

RT: 0.421022353474061

Ed PQ
L 0.240350419390714972
<T: 0.175 - DO, COA: 0.9208729713901807
p7 MO0 1.8417459427803613
AT 0.75 - DOUBLE L 0,989085864967277
Infinite server oo mree. TP ((PIEP2>DANDEPL=L(1/ST) +(P((#P2> LIAND#P1=2)1(2/ST))

ASS: H=PI}
RT: ((E{#P20/((P{(#P2>0ANDEP1=1) *(1/ST)) +(P{(#P2 > DAND#P1=2)1(2/ST)))
Us (P{(#P2>0)ANDEPL=2))1/NS) +(P{((#P2=0)AND#EP1=1))])

TE2 Ar PiEPL:0)

MTTF: 50 - DOUBLE COA: (((P{#P1=2}"2) +(P{#P1=1)))/N5)

MTTR: 4 - DOLBLE

TE3

ANOS= ((P{=P1=2}"2)+(P{=P1=1}))



ve sao co

55: 1177337379964 7193
TP: 0.3101574970673903
COA: 0.91764747587166436
A: 0.98582356176194513 TEZ

Infinite server

—O——-0— .

PO Pl

BI Infinite server

(P{(EB=>0JANDESU=1)}*(1/5T))+ (P{(ZB=1)AND{Z5U=2)}*(2/5T))
E{#5U}/N5
P{#5U>0}




.

Estocasticas

100 ae repouso

|| 55 = E{#B)}

TP =P{#B >0 AND #5U = 1} = (1/ST) + P{#B > 1 AND #SU = 2} = (2/ST) SR

COA = E{#5U}/NS UF = TR =10

A= P{#5U = 0} Infinite server

s

S5=11773716

TP = 0.3101585 NS J s =2
COA= 09176471
CA F1
A=0.9882353 -
—[}O sT:=15

g Infinite server

AT =2




Redes Estocasticas

pOUSO versao com marking dependente delay

3

55 = E{#B)

BSM =30 sh

TP = P{#B > 0 AND #5U = 1} = (EJ

SR

A=P{#SU =1) TF = 120 TR = 10




S RBEdes Estocasticas

A
Fila con( 2atenc Om tempo de repouso versao com marking dependente delay

A55:1.4423743859222655

TP: 0.4620828940447584

A: 0.988235760078065
TR: 10

COA:0.9176476713163314

Infinite server

AT: 2
’ [ —0
CA P1
E{ZB}
((P{(#B=>0)JAND(#5U=1)F(1/5T))+(P{(FB=1JANDFSU=2)}*(2/5T)])
E{£SUY/NS o3

P{#5U>0}



D

Redes Estocasticas

) Fepouso versao com marking dependente delay

IF (#5U=2 AND #B=>1):5T*0.5 ELSE 5T;
CA P1

55=1.1773931

TP =0.3101611
COA=09176473

A= 0.9882353 -

BSM =30 =1

=1

TF =120 ST

S5 = E{#FB}

TP = P{#B > 0 AND #5U = 1}* (1/ST) + P{#B = 1 AND #5U = 2} * (2/5T) | Infinite server
=10
COA = E{#SU}/NS

A= P{#5U > 0}



AT:0125

TP: 7.4519676183397525
A55:1,3175247350608918

RT: 0.17680226250827796
LU: 0.334485280805539

A:10.999797982640009
COA: 0.9899931 277850685

Redes Estocasticas

com falha e reparo
elay

(S0

Jen

((PL((£P2>0)AND{£P1=1))1*(L/ST))+ (P{([#P2> 1) AND(£P1=2)) " (2/5T)))

E{£P2}
((E{£P21)/((PI((£P2>0)AND(£P1=1)) *(1/ST))+ (PL((£P2> 1) AND(£P1=2))1* (2/ST))))
(P{{(#P2>0)AND(£P1=2))/NS)+ (P{((#P2>0)AND(#P1=1))})

Pi£P1>0}

(((P{£P1=21"2)+ (PI£P1=11))/NS)

Infinite server




SPN (Modeled using Mercury): Also open the file
Models_booknote.pdf

NU: 0.10551158025167426

U: 0.89443884197483257
DI: 0.294335198

o j ‘ \ Ul 0.13424887904140398
P{#P1=1}
TED

P{#p2=1}

P{#p3=1}

P{#P0=1}

1-P{#P0=1}

(P{ZP1=01 (/DI + (P{#P2>01*(1/Dol))+ (P1£#P3=01(1/Dos))
(((P{=P1=01"(1/DN)+ (P{#P2>0}*(1/Dol))+ (P{ZP3> 0} (1/Dos)])*T)
CO/(((PEPL=0F(1/DN)+ (P{#P2=01*(1/Dol))+ (P{#P3>01*(1/Dos)))*T)

PO

TEB
P11

Uok: 0.2633625714310752
think_time: 0.246376116

Dol 0.578507897
C0: 453
T:1000

Dos: 1.088286308

T2 P3 T2 Uos: 0.49637696927584657
TP:1.36832647363883
NT: 1368,32647363833
NTFPTransaction: 0.33106134298149187




’ Redes Estocasticas

’Assigrﬁng ‘namﬁo Transitions - Multiclass Processor Workload

Reachability Graph (Generated using Charlie and Snoopy):




- Redes Estocasticas

As igrﬁng ﬁan@ Transitions - Multiclass Processor Workload




- ) J /4 = -
" Redes Estocasticas

andito Transitions - Multiclass Processor Workload

CTMC (Modeled using Mercury):

NU: 0.1055115712
U: 0.89448842...
TP: 1.3683264492

A:1/0.2463761..
ul: 1/0.294335..

uol: 1/0.57850...
uos: 1/1.08828... - NT: 1368.3264491514
(W*A/(3*W) NTPT: 0.3310613489
W:1
T: 1000
C0:453

'W*uos)/(3"W)

(W*pl)/(3* W] (W*Ho3)/(3*W)

A -
(W*pol)/(3*W) (W*pol)/(3*W)

56

W*hos)/(3*W) (W*ul)/(3*W)




REdes :.%Zr sticas

Todas as:transiscoes tém: SSS;-exceto: a transicao: Service; que tem:1SS.

e

® « Exemplo — Banco

Client_Arrive_to_Bank n
Start_Serving SRR

Client_Arriving

Client_Being_Served

Servers_Available

Client_Retriving

—

Does_Mot_Enter

Client_Cannot_Enter_the Bank

P«rrwl.ng_Tl.me == Mumber_of Client in_the Gueue = 748073613
Semnvice_Time =4 === il

Work_Slot_Time := 120 Systemn_Time = 18.8035545
Resting_Time = 15 FProbahbilit_of least_one_Server_not_being_serving = 0.0
Waiting_Time = 18.3523386

Frobahility_Client_Does_Mot_Enter_the_Bank= 0.0



-~

Anali

»
tativa

o

Structural Analysis Output

STRUCTURAL AMALYSIS
ECS: Does_Mot_Enter Start_Serving
arning: inner confusion between Start_Serving and Does_Mot_Enter.
arning: direct external {inhibitor-iconfusion hetween Start_Serving and Does_M
The net contains 3 P-invariants.
ClieUe + Quele_Capacity= Q5
Servers_Available + Servers_Out_of_Service + Client_Being_Served = M5

Client + Client_Arrive_to_Bank + Client_Cannot_Enter_the_Bank = MC

Bl places are covered by p-invariants.

EXTEMDED COMFLICT SET
P ricrity immediate Transitions
1 Enter

Dioes_kaot_Enter Start_Serving

Femoving temparary files

RIBEIES Estocasticas

Estimate Statespace Output

Estimating statespace ..
Fesult of estimation (hased on state equation with backiracking):
Statespace = 1368

Time passed with computation:
Femaoving temporarny files

7115

Estimate Statespace finished.

Traps Output

Removing temparary files
Calculation of Traps:

Time passedwith computation:
Mo, oftraps =3

MARKING:  24{ Servers_Awailable Servers_Out_of_Service Client_Being_Served }
MARKING: 14 Client Client_Arrive_to_Bank Client_Cannot_Enter_the_Bank }
MARKING: 791 Queue Queue_Capacity

014 s

Traps finished.
Siphons Output

Remaoving temporary files
Calculation of Siphons:

Tirme passed with computation:
Mo, of siphons =3

mARKING: 2§ Servers_Available Servers_Out_of_Service Client_Being_Served }
mAREING: 1§ Client Client_Arrive_to_Bank Client_Cannot_Enter_the_Bank }
MARKING: 7o Queue Quele_Capacity

017 s

Structural Analyvsis finished.

Siphons finished.
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Result Monitor
File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:03@12/31/00 (0%)

Number_of _Cliemt_in_the_Gueue ,System_Time ,Server_Availability Waiting_Time ,Pr... |:|E = E
9z2.2

ga.
9.
3.

Number_of Clients_in_the Queue

a7,
al.
55.
49,

1
a
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&
3
3
p
.0
.2
T
. B
4
3
1
1]

[ B
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4 Result Monitor,

File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:03@12/31/00 (0%)

Number_of_Client_in_the_CGueue ,System_Time ,Server _Availability Waiting_Time ,Pr... |:|E Ef E
19,7

13.

Waiting_Time

L I o T Y o o L N A N N 1 N S =T =t I B 1Y

0O = ko n T -1 WD

T T T T T T T T T T T T T
0.1 n.4 n.7 1.0 1.3 1.4 1.3 2.2 Z.5 Z.8 3.1 3.3 3.6 5.9 lll Arriving_Time



Redes Estocasticas
—

Result Monitor

File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:03@012/31/00 {0%)

Number_of_Client_in_the_Queue ,System_Time ,Server_Availability Waiting_Time ,Pr... o° & [X
19.7

1 System_Time

15,
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11.
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File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:03@12/31/00 (0%)

Probability of at least one server not being serving

-0 ~ +~ M W L s ™ -1 -1 oo O

1.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.

"5 Arriving_Time

=



Bank1.xml Todas:as:transiscoes tém:SSS; exceto a transicao: Service; que-tem:1SS:

Client_Arrive_to_Bank
. . Start_Serving
Client_Arriving

Client_Being_Sered

Servers_Available

Client_Retriving

——

Does_Not_Enter Q5 =75

Client_Cannot_Enter_the_Bank

A”I'U'I.I'IQ_TIIME =04 Number of Client in_the Queue=748973613
Service_Time = 4 —— _IN_Lhe_

Work_Slot_Time := 120 Systern_Time = 18.8035545

Resting_Time = 15 Frobahilit_of least_one_Server_not_being_serving = 0.0
Waiting_Time = 18.3523388
Frabahility_Client_Does_Not_Enter_the_Bank=0.0
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Result Monitor,
File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:30@12/31/00 (0%)

Number_of Client_in_the_Queue ,System_Time ,Probabilit_of_least_one_Server not.. o° [@ [
91.4

a5,
=
73,

Number_of Clients_in_the Queue

a7,
al.
ad.
43.
4z,
3a.
30.
24,
15,

1.

L e % e Y o o T o e = R ¥ o B o R e . I 1

Lo B 4]

(-

Number_of Servers
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File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:30@12/31/00 (0%)

Number_of_Client_in_the_Queue System_Time ,Probahilit_of_least_one_Server_not... |:|E & E
19,7

15.4 —. | System_Time

17.1 \

-

L Y o 1 Y o N A e N =T ]

O ~ MW ™ =1 WO

) T T T T T T T T T T T
1.0 3.6 G.1 g8.7 11.3 13.8 16.4 12.0 21.5 24.1 26.7 29.3 Number_of_Servers
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Result Monitor

File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:30@12/31/00 (0%)

Number_of Client_in_the_ Cueue ,System_Time ,Probabilit_of least one_ Server_not.. |:|E = E
19.7%

Waiting_Time

e
e

.4
.1
.5
4
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.5
p
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&
3
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&
3
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Number_of Servers
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Result Monitor
File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:300@12/31/00 (0%)

Mumber_of Client_in_the_Queue ,System_Time Probabilit_of least one_ Server_not... |:|E = E

Probability of at least one server not being serving

1.0
0.9
0.9
0.8
0.7
.7
0.6
0.5
0.5
0.4
0.3
0.3
0.2
0.1
0.1
o.o

Number_of_Servers
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‘Bank1.xml Todas as - transiscoes tém: SSS, exceto a transigao: Service; que teni 1SS:

Client_Arrive_to_Bank Samvice

Start_Serving

Client_Arriving

Client Client_Being_Served

MG =1

Servers_Available

Client_Retriving

——

Does Mot _Enter

Client_Cannot_Enter_the_ Bank

A”I'U'I.I'IQ_TIIME =04 Mumber_of Client_in_the _Cueue = 27 0358551
Service_Time =4 === —IN_the_

Work_Slot_Time = 120 S e
Resting_Time := 15 Probabilit_of least one_Server_not_being_sering = 0.1528771

Waiting_Time = 6.7585226
Frobability_Client_Does_MNot_Enter_the_Bank=10.0




B Result Monitor = ‘

File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:30@012/31/00 (0%)

Number_of_Client_in_the_Queue ,System_Time ,Probabilit_of_least_one_Sernver_not... |:|E v O P
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REWESI EStOCcasticas
h
0 Aorodnrienele CtigEls D]si*"cl 'goes

—\ariaveisiSuple '3*9-

A \)AJJ’J‘PUJ or Fases
0 Meaerne Maccriirle
Para encontrar ‘uma distribuicdo por fase

adeguada para uma distribuicao geneérica, duas
atividades sao fundamentais:

Determinar o tipo de aproximacao necessaria.
Encontrar os parametros numericos da aproximacao.



-

REGESIEStOCasticas

ARIOXIIIC G ONION; FS}SF\ .

PONUOSTEISENEN CONSICErE os;na escolha de uma
dPrOXIMdAEa0TPOr fiases.
O e EREREPIOXIaca0: guanto mais

proximo for a dﬁrlbwgao por fase da

distribuico real, melhor.

Medidas de aproximacao:
— Moment matching

— Encontrar um pdf (ou cdf) que seguem a pdf real
numa determinada regiao de interesse.




r\r)ro,arruau ng FASES
Siderac ina escolha de uma

‘a ,)rJ,éJmJ CH0NP0r fases.
T GR R BB oG EhADrOXiMacao0:; € importante

(“JIIJ JUET® numero de estados seja 0 menor
posst
FaC|I|dade clz) o tengao do'modelo markoviano

resultante: pode ser possivel obter uma
aproximacao que gere excelentes resultados. No
entanto, pode nao ser facil a integracao no modelo
markoviano resultante.




REea@es) Estocasticas

ARIOXIIEGEONIOIAEASES
PONOSTANSEEIICONSIAErados na escolha de uma
dPIOXIMAGAONION fiaSes.

=acl e EENIEROWIENCA0 dOS parametros da
aproximacaos guanto mais parametros sejam
necessarios para especificar a aproximagao, mais
dificil se torna para encontra-los.



B

APIOXIIECAONIO]
0 Distrinuicao cle
= =", - T (M) L
fa(E)= (Fry+Fopct) SRS Gl et/ (hq- 1)
Generalizando para n fases iguais a /.

(D)= (A t(”'i'“)/(n-l)! 0

Ao(n) A Paramentros:n, ; Valor Esperado: zz-=n/ )\
Variancia: 1/n\? (A - de cada fase) e/




_.'*toc |cas

DSt GEONESYECITICaE (érr Dirica)

o Mornenit Maicririg

Se pp/op=

Hp
J G

Pl’ Ayr Mg =1/24

»
L

) 4

1 entao uma transicao exponencial €

suficiente. A;=1/up



Redes Estocasticas
Cifice da (eEmpirica)

e (e

_)JSFFJJJJ(“JJ S

PE
//Jff]df}!.‘ Mart r’

SeGD/MD nil nEZ
v= (up/op)?>= N?%, A= y/up = N?/up



.
. ’
dﬂ

DIStisI gc')_Especiﬁcada (Empirica) o

WREdes|Estocasticas

/ i

Erlang distribution

7 <1

o oD




REg@es) Estocasticas

DIStHBNIGEONESPECITicada (empirica) Mo
' ’ S 4, GD
O Mornernt 14atcriirig . dk ‘ ' ‘
) B

: I .
Ay A
Se up/op>

: 1
1 'e up/op ¢ Z
(np/op)? -1 <y < (up/op)?
A =1y g = pp + sart(y(y+1) op? - ypp?)/(y+1)
Ay = 11y 1y = yup £ sqri(y(y+1) op? - yup?)/(y+1)

il




Sanlo,= 1 up/op & Z
(HD/GD)Z -1 <y < (up/op)?
= 1/p; py = pp + sart(y(v+1) op? - yup?)/(y+1)

= 1/p, py = yup £ sqrt(y(y+1) op? - ypup?)/(y+1)
delayl 1/1; delay2=1/4,



DIStHINIGaONDEEHMINIStICa .
0 /Mornent Matchirg

Aproximazsenfazendo-se -, pequeno
= | torna-se/grande. A

~ e-ele-e

Se upfop= x££ 1, X € Z (C=op/ up<l)
'Y:XZ, A= XZ/MD
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REGESIEStOCasticas
WARIOXIMEGCEONPIOIREASES
0 Distribuicao de pligerexddgSler] g

OH
- ' j s tZO‘ ' ‘

Y

@, A2

Paramentros:

Valor Esperado: 1, =2l

Variancia: 2 X @ [ A2 = 1y
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RE@es; Estocasticas

DIStiHICEONESPECITiICada (Empirica) Lo

O Morneni Matciing . ‘ AL ‘
Wy = O/ liseiciester Hiperexponencial)

o = [sqﬁ 2w, - 02) ﬂ!ﬂ |

Wa

p/op< 1 (C=op pup>1)

oy = 2pp?/(pp*+op?), @, =1- oy

My = 2up/(up’t+op?),



Se pp/op< 1 (C Gp/tp>1)

01 = 2up/(Up=Hops), =1~ o
M = 21p/(pp*+0p?)
delay=1/A;




r — ~t 4 I

REEES EStOCasticas

\ " L gl | o .:I ~ j‘\ ‘
DIStHNICAOIEENEOX "

Cox generalizouia idéia de cc NPOSiGao de fase exponenciais
~ paria gera propanilidades e taxas complexas.

*

Nestes slides p, sdo taxas (diferentemente

dos anteriores)



Nestes slides p é taxa (diferentemente
dos anteriores)

- ( |||- L a1 fi;.\lH T {h-\
b, b, b 1
b =1-a;

< _ by + k(1 — by) > Numero de fases

Pl r“ L] o )
E4bilk=11(h{l1=-k)+k-2) - e
adnabd L it ? AU Ul ) 2ked + (k—2) — k2 + 4 — 4k},

var (X ) = , , B = X T
p e 2(ck + 1)(k — 1)
k+bylk—1)iby(l—k)+k-—12)

i_ll.l-'[ + |I:|.-||] - IE-'|.:|_I.‘!

oy =

k=t (k1)
X

1 . » Taxa das fases




=
- A

F =

= i."‘ ¥ 4 .
RiIedes Estocasticas

Nestes slides p é taxa (diferentemente
dos anteriores)

p

¥
'rﬂr J

DIStiBUICEONENCOX ™
Slmg IMOS em) dois @E:os partlculares

- Caso CV =1 _ ﬁ% H\;i/?)

bt k(b))

H

ko by(k — 1) (by(1— k) + k — 2)
- H:_: )

o kb= (0 (1 k) + k- 2)

N = i_lr-'l + k(1 - ||:_.||':|_|2 .

] " » NUmero de fases

var (X)) = _ Zhey + (k- E}—\rkl-l'ﬁ—-u.'l'-{-

h k. L
‘ 20t + 1)(k - 1)

= kb (k= 1) 5 Taxa das fases

X




Nestes slides p, e pu, sdo taxas (diferentemente
dos anteriores)

& =5 e Y
pg +ajyls —aj

R

var (A ) =




casticas

Nestes slides p, e pu, sdo taxas (diferentemente

D §tﬂbU]g€]O EJ@ 0 X dos anteriores)

Simplifis

& L e Y
pg +ajyls —aj

var (A ) =



A
(1»
-
(D
U
I 11
U
(B
O
)

NC:=1 1ga.=p125

AR =8

Litilization = 0.798513230434
Throughput = 7.985132904942
MQS = 3.0360902765985
MSS = 3.834603567 479

MST = 0.479325445935
MQT = 0.379511284623

DiscardProb = 0.00185838658582
DiscardRate = 0.014867035058

P3

NS
NS = 1
T0 P1
T2 - \/ [
P |—c>( ) >O >|]
T3 MoP MoP
MC =1 : i .
TBA :=0.125 Pi T4 P7 phase_delay := 0.025 Pa TG
AR =8 o
MoP := 4
@* Utilization = P{#P5=0} Utilization = 0.775247401057
BS =19 Throughput = (P#PT =01(1/phase_delay))/NaP Throughput = 7.7524740103572
' MQS = E{#P2} MQS = 2184649271069
MSS = E[#P2|+E{#76) MSS = 2 959BOEET2126
MST = (E{#P2+E[#PE})*TBA MST = 0.369987084016
MQT = E[#P2]TBA MQT = 0.273081158884
DiscardProb = P{[#°1=1) AND (#°2=BS) AND (#°6=NS)} DiscardProb =1 65747683E-4

DiscardRate = P{(#P1=1) AND #P2=BS) AND (#P6=Ns)paR  DiscardRate = 0.001325982638
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oniflite) ey p‘cﬂﬁca Enabling Memory

CP U haey

bl =h) Pen LT D et e LT

stoppead

>

- stopl [ - W
stoptlio— T refwrsl e

M
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O Dealle

r.;usan'F{r

i DA SR et DS R

D S edle

transiticn sematizs transition
p— P
TERM 1 | inArite-server §f 0 P
Tz .0 | infnite-seTver stopl
Ty infnite-server B getDNSH
DISK & | infinite-server || complete
Do livro MODELLING WITH ) INT 0 | infnite-server Ifo
GENERALISED CFPUbusy | 1.0 | infnite-server |} returnil’

returnl
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TO

g -0

Transicdo Geneérica
tempo da transicdo genérica t0 € 100 w.t.

T3

I

P2

t3 e 1 ut

lavl =1
NoP =100 delayt

1
delay -

O tempo associado a transicdo t2 é delayl =

T3

Dc t3 e 1 ut,
(PIFP2=0]%———)

O throughput da sub-rede Erlang pode ser obtido através de TP = - th‘m.ﬂ ]
I G




DSPN — De ram nistic and
SLOCIIEStC PV

 IDENICA0 |
« DSENFEN(R, T,1,0,H, T 1, VJ( ), W) - Marsan,Chiola 1987
= - € olconjURLe de lugares,

" - Ir= T]rn - r-—“(,) o e
- [, © Sfdenetam fungoes (vetores de funcoes) de

- entrada, saidas e de inibicao que mapeiam transicoes
em multi-conjuntos de lugares:

PEOE 2dh i, 7 o AN |

i)y Pl — N7 w, = B, YT

h (§)PEAFSANPVAIRC PAVAL < T
IT: T,,, > N,
M,, € marcagao inicial,




DSPIN— Deterministic and
Stoerastic PV

| DSPNF={(PAIF T, O, H,11,M,,D, W)
AV IR PR ERWR(0) atribui um tempo
mediorasptiansicoes estocasticas e um
temppiconstante as transicoes
determinIstice
VI Rl atribui um peso as transicoes
imeditadas.

Quando) Tag: =tofal DSPN é uma GSPN.

Embora seja possivel a analise de modelos com mais de uma
transicao deterministica simultaneamente habilitadas, as
ferramentas, normalmente, somente implementam métodos que
considerem apenas uma transicao deterministica habilitada por
marcacao.



SPIN
— petl
h’: ‘J[rr_) ;HV
3[ lh,rf‘ 1/
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e nd

pl



DSPN= Extended Deterministic

Z)ple/ Siele f}r-,h) ic PN

| IDETINICA0 e
:EIDSHEINES <J’D/T/.—[/O/I I, Mg, B ) 1

-~ € oconjupto de lugares,

" J-':TIrn % r-—‘f,) | --d:"._
O, 1 Jemorr N funcoes (vetores de fungGes) de
=] ]Frdg]d, Saldas e de inibicao que mapeiam transicoes
em mt r~wn untos de lugares:

I (t;) 2 PO |P|§N PABPRCRER AL )
0, ()= P NIHRS N prse P, ‘v’t =]
h,(t,): PxT x NIEESSN, v pyp e P, V tj = i
IT: T,,, > N,
M,, € marcagao inicial,



DSPIN="Extended Deterministic
zirlel S focr’# stic PV

- EDSPN = (P, T,I,( ,rJ,_ DW)

=Du(T,.., U 9] W") —>® {0} atribui
UMAEMPO medio as transicoes
s‘:)U(“,JJFJ(”,J\ e Um tempo constante as

-ansicoes deterministicas,
WERIFSSRNIERES R - O 0] atribuil um peso
as tran5|96es imeditadas.



DSPNE= Extended Deterministic
grassStocnastic PNV

EXEMPIO: s

| g
— P1 4y P3

I ‘ #pl  #pl
e ", O @
g.

P,

P
L

Modelo em EDSPN para limpar p,
Modelo em DSPN para limpar p,.  (@rcos dependentes de marcagao).



' nistic
DSPIN = EXternaed Dete/T/nlst
) - ’ -
2)ple/ S ;,rocr}fr) ic P,

Jtes da ‘ d
Temppsiaependentes da carg

Al

Y4 D(t,) = #p, xd

> s : B3

k P4




toc= tlcas

stocasticas sao uma representagao
nivel das CTV
jJJ\/JJd 3 com C MC
Analise cuanu"rt iva
| Andlise qualitative
Modelagem de sﬁmas concorrentes, nao-

deterministicos e assincronos. Modelagem de
sincronismo, escolha, mutua exclusao etc
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