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Prefacio

Redes de Petri é uma técnica de especificacdo formal bem estabelecida, lar-
gamente difundida e adequada para a modelagem de sistemas que tenham
atividades paralelas, concorrentes, assincronas e ndo-deterministicas. Vdrios
autores tém mostrado a abrangéncia e a aplicabilidade das redes de Petri
nas mais diversas dreas, tais como: na ciéncia da computacgdo, engenharias
eletronica e quimica, administracdo de empresas etc. No entanto, tem sido
mais explorada na ciéncia da computacao e na engenharia eletronica, desde
o estudo para a especificacdo de sistemas de hardware ou software, avaliacao
de desempenho, especificacio de protocolos de comunicacao, diagnéstico de
falhas e no projeto de software/hardware, entre outros.

Este texto oferece uma introducao as redes de Petri e aplicagoes. Inicial-
mente, sao apresentados os diversos tratamentos dados as redes de Petri. De
maneira uniforme, apresentamos os conceitos, propriedades e metodologias
de andlise e aplicacoes. Um grande nimero de exemplos de modelagem s3o
utilizados, possibilitando a percepcao do poder das redes de Petri e tornando
o leitor apto a modelar problemas através desta técnica.

Esta monografia estd estruturada em seis capitulos, tendo um capitulo
de introducao, onde é apresentado um breve histérico das redes de Petri,
situando o leitor nas mais diversas dreas de pesquisa em que redes de Pe-
tri vém sendo utilizadas. Sdo apresentados os conceitos basicos tais como:
estrutura, grafo associado, o conceito de marcacao, regras de execucao e al-
guns exemplos para ilustrar estes conceitos. O segundo capitulo inicia por
apresentar os modelos basicos de redes de Petri que possibilitam a modela-
gem de sistemas mais complexos. Posteriormente, é apresentado um vasto
nimero de exemplos, que ilustram ao leitor o poder de modelagem das redes
de Petri através da especificacdo de problemas classicos e novos exemplos
descritos pelos autores. O terceiro capitulo discute as propriedades das re-



des de Petri, bem como diversos métodos de andlise para verificacdo destas
propriedades. No quarto capitulo, apresentam-se algumas extensoes as redes
de Petri. Estas extensoes elevam o poder de modelagem das redes de Petri
ao da maquina de Turing. Véem-se, neste capitulo, as redes de Petri com
arco inibidor, redes de Petri coloridas, redes hierdrquicas e redes de Petri
temporizadas deterministicas. No quinto capitulo apresentamos duas apli-
cacoes das redes de Petri, na primeira tratamos da tradugdo de programa
escritos em linguagem concorrente para as redes de Petri; a segunda, apre-
senta a modelagem e diagnéstico de falhas em sistemas de controle industrial.
No capitulo das consideracoes finais fazemos um balanco das contribuicoes
desta monografia e apresentamos algumas linhas de pesquisas atuais. Trés
apéndices também compoem este trabalho. No primeiro deles é apresentada
uma breve introducao a teoria bag, aqui utilizada na formalizacao das redes
de Petri. O apéndice B revisa os aspectos mais importantes da dlgebra ma-
tricial. Visando tornar o conteido do material apresentado mais agradavel
ao leitor, as provas dos teoremas fundamentais da teoria das redes de Petri
foram omitidas dos capitulos e agrupadas no apéndice C.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria inicial das redes de Petri foi apresentada na tese de doutoramento
Kommunikation mit Automaten do Dr. C. A. Petri em 1962 na faculdade
de Matematica e Fisica da Universidade de Darmstadt na entdo Alemanha
Ocidental. O trabalho de Petri atraiu a atencido de A.W Holt que, em
conjunto com outros pesquisadores, desenvolveu muito da teoria, notacao
e representacdao das redes de Petri. De 1970 a 1975, o grupo de estrutura
da computagao do MIT foi o mais ativo na na conducao da pesquisa sobre
redes de Petri. Em 1975, houve uma Conferéncia sobre redes de Petri, no
entanto nao houve publicacdo dos anais [19]. Em 1979, pesquisadores de
varios paises europeus reuniram-se em Hamburgo para um curso avancado
sobre a Teoria Geral das Redes de Processos e Sistemas [54]. Seguiram-se
diversos outros trabalhos propondo alteracoes ao modelo original, tais como
redes com arco inibidor, e redes temporizadas deterministicas e estocasticas.
Hoje em dia, redes de Petri é considerada uma técnica para especificagao de
sistemas concorrentes consolidada. Grupos de pesquisa em todo o mundo
tém redes de Petri como tema, desenvolvendo estudos sobre seus aspectos
tedricos e suas aplicagoes.

Diversas técnicas de modelagem matematica de sistemas em diversas
areas da ciéncia tém sido propostas. Barroca e McDermid [50] apresenta a
seguinte classificacdo:

1. Técnicas Baseadas em Modelos:

Fornece uma descricao abstrata explicita sobre estados e operacoes que
transformam os estados, no entanto nao oferece meios explicitos para



especificar concorréncia. Ex.: 7 [55].

2. Técnicas Baseadas em Algebra de Processos.

Estas técnicas fornecem meios explicitos para especificar concorréncia.
O comportamento dos processos é representado através de comuni-

cacoes observiveis. Ex.: CCS [49], CSP [56] e LOTOS [57, 86].

3. Técnicas Baseadas em Légica.

Uma grande variedade de técnicas baseadas em ldgica tem sido pro-
postas, onde se analisam as relacGes causais e aspectos relacionados a
temporizacdo. Ex.: Logica Modal de A¢oes [58].

4. Técnicas Baseadas em Redes.

Estas técnicas modelam concorréncia, através de mecanismos implicitos
de fluxo de tokens na rede. Este fluxo é controlado por condicbes que
habilitam a realizacao de tarefas (eventos). Ex.: redes de Petri.

Redes de Petri é uma técnica de especificacao de sistemas que possibilita
uma representacdo matemaitica e possui mecanismos de analise poderosos,
que permitem a verificacdo de propriedades e a verificacao da corretude do
sistema especificado. Usando-se redes de Petri pode-se modelar sistemas
paralelos, concorrentes, assincronos e nao-deterministicos [3]. Algumas a-
bordagens matematicas tém sido propostas; entre estas uma que trata as
redes de Petri sob o ponto de vista da dlgebra matricial [1, 2], outra con-
forme a teoria bag [4] e uma terceira baseada em relagoes. Neste trabalho,
definiremos e apresentaremos os principais conceitos das redes de Petri sob
esses pontos de vista, mostrando quando cada um desses tratamentos é mais
conveniente. Neste trabalho, apresentamos um grande nimero de mode-
los de problemas classicos, bem como modelagem, propriedades, métodos de
analise uteis na verificagao dessas propriedades e extensoes as redes de Petri.

A representagao grafica das redes de Petri(ver figura 1.2) tem se mos-
trado muito util, pois permite a visualizacdo dos processos e a comunicacao
entre eles. As redes de Petri sao formadas por dois tipos de componentes:
um ativo denominado de transi¢cdo e outro passivo denominado lugar. Os
lugares correspondem as varidveis de estado e as transigoes as acOes (even-
tos) realizadas pelo sistemas. A realizagao de uma acdo estd associada a
algumas pré-condicoes (condicao de alguma variaveis de estado), ou seja, e-
xiste uma relacdo entre os lugares e as transicoes, que possibilita a realizacao
de uma acao. De forma semelhante, apds a realizacdo de uma agao, alguns



lugares terao suas informagoes alteradas (pds-condigoes). Graficamente, os
lugares sdo representados por circulos e as transicées por tracos ou barras
(ver figura 1.1).

Lugar : O

Transicao : — — ou I

Figura 1.1: Elementos Bésicos

Estes dois elementos sao os vértices do grafo associado as redes de Petri.
Os vértices sdo interligados por arcos dirigidos. Os arcos que interligam
lugares as transicoes correspondem a relacdo entre as condicoes verdadeiras,
que em um dado momento, possibilitam a execucao das acOes, enquanto os
arcos que interligam transicoes aos lugares representam a relacido entre as
acoes e as condicoes que se tornam verdadeiras com a execucio das acoes.

Lugar P, Lugar p
1

O—+O

transigao 1

Figura 1.2: Grafo

Os vértices de uma grafo associada a uma rede de Petri podem ser in-
terligados por miltiplos arcos. Por exemplo, um lugar pode ser conectado
a uma transicao através de diversos arcos ou vice-versa. Por conveniéncia,
podemos substituir os multiplos arcos por um tnico arco valorado, onde o
numeral associado ao arco corresponde ao nimero de arcos que interligam
os vértices (ver figura 1.3).

Exemplo 1

Ilustramos os conceitos informalmente apresentados descrevendo o ci-
clo repetitivo dos turnos (periodos) de um dia. Dividamos o dia em trés

3



Figura 1.3: Arcos Valorados

periodos: manhd, tarde e noite, ou seja, hd trés condicées. A transicdo de
uma dessas condigbes para uma outra, por exemplo - amanhecer (noite —
manhda), sao os eventos. O modelo que representa o ciclo operacional des-
se sistema é formado pelas trés condicoes, representadas por trés variaveis
de estado (lugares), e por trés eventos (transicoes): amanhecer, entardecer
e anoitecer. Para representar a situacao atual, ou seja, em que condicao
encontra-se o sistema modelado, usamos uma marca grafada (um ponto) no
lugar que corresponde a essa situacao, por exemplo: a condicao atual é ma-
nhd. Na figura 1.4.a temos o modelo que representa este sistema e a sua
situacao atual.

tarde manha tarde manha

entardecer entardecer

amanhecer —

anoitecer anoitecer amanhecer

noite noite

Figura 1.4: Periodos do Dia

Nesse modelo, temos a condi¢dao atual representada pela marca no lugar
manhd. Estando nesta condicdo o tinico evento que podera ocorrer é entarde-
cer, que é representado pela transicao de mesmo nome. Na ocorréncia desse
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evento, teremos uma nova situagao atual, ou seja: tarde, que é representada
graficamente, na figura 1.4.b, por uma marca no lugar tarde.

Exemplo 2

A seguir, apresentamos um outro modelo em redes de Petri que repre-
senta algumas das tarefas de uma linha de montagem. Neste modelo, des-
crevemos o empacotamento e envio ao setor de expedicao de conjuntos de
parafusos e porcas, contudo, nao representamos as tarefas da manufatura dos
parafusos e porcas. Este sistema forma conjuntos de trés parafusos e trés
porcas. Um novo conjunto s6 poderd ser empacotado quando o conjunto
atualmente produzido for enviado a fase seguinte do processo. Apds os pa-
cotes (conjuntos) serem formados, estes sao enviados ao setor de expedigao.
A figura 1.5 apresenta o modelo que representa esta linha de montagem.

/.
Maquina

Parafusos

Depoléito

Pacote ?
Porcas Envia
Monta Pacote
Pacote

Figura 1.5: Linha de Produc¢ao

Ap6s a manufatura dos parafusos, estes sdo depositados no lugar Para-
fusos. De forma semelhante, as porcas sao armazenadas no lugar Porcas.
A transicao Monta Pacote, que representa a tarefa de formagao dos conjun-
tos (porcas e parafusos), sé estard apta a ser disparada quando houver no
minimo trés parafusos e trés porcas nos lugares Parafusos e Porcas, respec-
tivamente. Sendo satisfeita esta condicdo, o disparo de Monta Pacote retira
trés marcas do lugar Parafusos e trés marcas do lugar Porcas e deposita uma
marca no lugar Pacote, que indica a montagem de um conjunto. Tendo sido
produzido um pacote (marca no lugar Pacote), é possivel colocarmos este
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pacote no depésito de saida da secao (disparando-se Fnvia Pacote), para
que esteja disponivel ao setor de expedicao. O pacote, ao ser colocado no
depdsito, possibilita & Mdguina montar um outro conjunto, desde que haja
parafusos e porcas suficientes, nos respectivos depdsitos de entrada.

A seguir, sao apresentados os conceitos basicos das redes de Petri, sua
estrutura, o grafo associado, o conceitos de marcacao e suas regras de exe-
cucao. Sao apresentados, ainda, exemplos de modelagem de aplicacoes; no
entanto, exemplos mais elaborados serao descritos no proximo capitulo e no
capitulo 5.

1.1 Estrutura das Redes de Petri

Nesta secao, serao apresentadas trés definicoes formais para as redes de Petri.
Uma sobre o ponto de vista da teoria bag [4], que apresenta mapeamentos
das transicoes para os bags de lugares. Um bag é uma generalizacao do
conceito de conjunto que admite a repeticio de elementos. Uma introducao
sumaria a teoria bag é apresentada no apéndice 1. Uma segunda definicao
usa a notacao matricial [1]. E a terceira, define as redes de Petri através de
relagbes e pesos associados a estas relacoes [5].

1.1.1 Estrutura Definida em Bag

A estrutura das redes de Petri, segundo a teoria bag [4] é composta por
cinco partes: o conjunto de lugares P, o conjunto de transicoes T, o bag de
entrada I, o bag de saida O e a capacidade associada a cada lugar. Para
cada transicao existe uma funcdo de entrada, que é um mapeamento de uma
transicao t; em um bag de lugares It;. De forma semelhante, as fungoes de
saida mapeiam uma transicao ¢; em um bag de lugares Ot;. Para denotarmos
conjuntos, utilizamos - { } e para os bags - [ ].

Definigdo 1.1.1 - Estrutura das Redes de Petri em bag: define-se a
estrutura de uma rede de Petri R, como uma quintupla R = (P,T,1,0, K),
onde P = {p1,p2,...,pn} € um conjunto finito ndo-vazio de lugares, T =
{t1,t2, ...t} € um conjunto finito ndo-vazio de transicoes. I : T — P> é
um conjunto de bags que representa o mapeamento de transicées para lugares
de entrada. O : T — P> € um conjunto de bags que representa o mapea-

mento de transicoes para lugares de saida. K : P — N|J{w}, € o conjunto



das capacidade associadas a cada lugar, podendo assumir um valor infinito.
Exemplo 1.1

A rede dos periodos do dia (ver figura 1.4) é formada por trés lugares
e trés transicoes, que representam respectivamente as variaveis de estados
e as acoOes realizadas pelo sistema. As pré-condicées para a realizacao das
acoes sao representadas pelos bags I(t;), ou seja, para que o Amanhecer
possa acontecer, é necessario que a condicao N oite seja verdadeira, dado que
I(Amanhecer) = { Noite}. Os lugares que sao pos-condigoes das transigoes
t; sao representados pelos bags O(t;). A transigao Amanhecer tem como

lugar de saida O(Amanhecer) = {Manha}.
Rperiodos_do_Dia = (P7 T,1,0, I()

onde

o conjunto de lugares P é

P = {Manha,Tarde, Noite},

o conjunto de transicoes T é

T = {Amanhecer, Entardecer, Anoitecer},

o conjunto de bags de entrada [ é

I ={ I(Amanhecer) = [Noite], I(Entardecer)=[Manha),
I(Anoitecer) = [Tarde], },

o conjunto de bags de saida O é

O ={ O(Amanhecer) = [Manha], O(Fntardecer)= [Tarde],
O(Anoitecer) = [Noite] },
e o conjunto de capacidades dos lugares k é
k= {kManhd = 17ktarde = 17 kNoite = 1}

No exemplo acima, nao estd caracterizada a necessidade do uso da teoria
bag, pois nenhuma transicao tem como entrada ou saida mais de um lugar.
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Exemplo 2.1

A rede do exemplo Linha de Produgdo(ver figura 1.5) possui estrutura
que faz uso da teoria bag:

RLinha_de_Producﬁo — (P7 T7 I7 07 I()
onde

o conjunto de lugares P é

P = {Parafusos, Porcas, Pacote, Mdquina, Depdsito },

o conjunto de transicoes T é

T = {MontaPacote, EnviaPacote},

o conjunto de bags de entrada [ é

I ={ I(MontaPacote), I(FEnviaPacote) },

I(MontaPacote) = [ Parafusos, Parafusos, Parafusos,

Porcas, Porcas,

Porcas, Maiquina |,
I(EnviaPacote) = [ Pacote ],

o conjunto de bags de saida O é:

O = {O(MontaPacote), O(EnviaPacote)
O(MontaPacote) = [Pacote],

O(EnviaPacote) = [Mdaquina, Depésito],

e o conjunto de capacidades dos lugares k é:

K= {kParafusos =w, kPorcas = W, kPacotes = 17
kquuina — 17 kDepo'sito = (.J}.

Observe-se que os bags de entrada da transicio Monta_Pacote possui
trés elementos Parafusos e trés elementos Porcas.



1.1.2 Estrutura Definida em Matriz

Devido aos resultados existentes nos estudos da algebra matricial, as redes
de Petri utilizam este ferramental para a formalizacdo de sua teoria, possi-
bilitando a andlise de propriedades comportamentais e estrutrais, que serao
adequadamente apresentadas no capitulo 3.

Segundo o ponto de vista matricial, a estrutura das redes de Petri é re-
presentada por uma quintupla formada pelo conjunto de lugares, o conjunto
de transicoes, a matriz de entrada das transicGes, a matriz de saida das
transicoes e a capacidade de cada lugar, formalmente representado a seguir:

Definigcao 1.1.2 - Estrutura das Redes de Petri em Matrizes: a es-
trutura de uma rede é uma quintupla R = (P,T,1,0,K), onde P é um con-
junto finito de lugares. T € um conjunto finito de transicoes. I : PxT — IN
€ a matriz de pré-condicoes. O : P x T — IN € a matriz de pos-condigoes.
K € o vetor das capacidades associadas aos lugares (K : P — IN [ J{w}).

Se o conjunto de lugares ou o conjunto de transicoes é vazio, a rede é
dita degenerada.

Exemplo 1.2

Aqui apresentamos a estrutura da rede do exemplo periodos do dia, se-
gundo a representacao matricial. O conjunto de lugares e transicoes sdo
representados respectivamente por P e T. As matrizes I e O representam
as pré-condicOes e as pos-condicoes, respectivamente, de todas as transicoes
das rede. A coluna Amanhecer da matriz I mostra que o lugar Noite é
pré-condicao de Amanhecer. De forma semelhante, observamos na coluna
Amanhecer da matriz O que o lugar Manha é pds-condicdo da transicao
Amanhecer. Estas duas matrizes representam a estrutura do modelo.

Amanhecer FEntardecer Anoitecer

I = 0 1 0 Manha
0 0 1 Tarde
1 0 0 Nozite
Amanhecer FEntardecer Anottecer
o= 1 0 0 Manha
o 0 1 0 Tarde
0 0 1 Noite



Exemplo 2.2

Apresentamos as matrizes de entrada (/) e de saida (O) do exemplo da
montagem de conjunto de parafusos.Observamos a coluna Monta_Pacote,
na qual temos representados os lugares de entrada desta transicao pelos
respectivos pesos dos arcos, por exemplo, o arco que liga o lugar parafuso a
esta transicao tem peso trés, sendo representado no componente /(0,0) = 3.

MontaPacote FEviaPacote
3 0 Parafusos
7= 3 0 Porcas
0 1 Pacotes
1 0 M équinas
0 0 Depositos
MontaPacote FEnviaPacote
0 0 Parafusos
O — 0 0 Porcas
1 0 Pacotes
0 1 Maquinas
0 1 Depositos

1.1.3 Estrutura Definida por Relagoes

E possivel definirmos a estrutura das redes de Petri usando relacoes [19].
A estrutura é formada por uma quintupla (P, T, A, V, K), composta pelo
conjunto de lugares P, o conjunto de transicoes T, o conjunto dos arcos que
interligam lugares as transicGes ou transicoes aos lugares, a valoracao ou
peso dos arcos representada por Ve o conjunto das capacidades dos lugares
K. Formalmente esta definicao é apresentada a seguir:

Definicao 1.1.3 - Estrutura das Redes de Petri por Relagoées: define-
se a estrutura das redes de Petri por uma quintupla (P,T,A,V,K), onde T
€ o conjunto de transicées, P o conjunto de lugares, A o conjunto de arcos
e V o conjunto de valoragoes dos arcos. Os elementos de A sdo arcos que
conectam transicoes a lugares ou lugares a transicoes (A C (P x T) (T x

P)).
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Comos vimos na definicdo acima, podemos dividir os elementos de A em
dois sub-conjuntos - o conjunto das entradas as transicoes e de saida das
transicoes, I = {(pi,t;)} e O = {(t;,pi)}, respectivamente.

Exemplo 1.3

A estrutura da rede de Petri do exemplo periodos do dia e da linha de
producao de parafusos é

RPeriodos_do_Dia = (P7 T7 17 07 I()7 onde

o conjunto de lugares P é:

P ={ Manha, Tarde, Noite},

o conjunto de transicoes T é

T = {Amanhecer, Entardecer, Anoitecer},

o conjunto de arcos A é

A ={ (Manha, Entardecer), (Entardecer,Tarde),

(Tarde, Anoitecer), (Anoitecer, Noite),
(Noite, Amanhecer), (Amanhecer, Manha) },

o conjunto de valoracoes dos arcos V é

V={1,1,111,1}

e o conjunto de capacidades dos lugares k é

k= {kManh& = 17kTarde = 17kNoite = 1}
Exemplo 2.3
RLinha_de_Productio = (P7 T7 ]7 07 37)7 onde

o conjunto de lugares P é

P = {Parafusos, Porcas, Pacote, M aquina, Depésito},

11



o conjunto de transicoes 1 é

T = {MontaPacote, EnviaPacote},
o conjunto de arcos A é

A ={ (Parafusos, MontaPacote), (Porcas, MontaPacote),

(M aquina, MontaPacote), (MontaPacote, Pacote),
(Pacote, EnviaPacote), (FnviaPacote, Maquina),
(EnviaPacote, Depésito) },

o conjunto de valoragoes dos arcos V é

vV =43,3,111,1}

e o conjunto de capacidades dos lugares k é

K = {kParafusos =W, kPorcas =W, kPacote = 17 koiqm'na = 17 kDepésito =
w}.

Neste trabalho, tratamos as redes de Petri segundo o ponto de vista
matricial e, quando conveniente, através do estudo dos bags, pois para mo-
delos de grandes dimensdes, as matrizes ndao possibilitam uma representacao
compacta, dado a sua esparcidade caracteristica.

1.2 Rede de Petri Marcada

Uma marca (também denominada ficha ou token) é um conceito primitivo
em redes de Petri, tal qual lugar e transicio. As marcas sao informacoes
atribuidas aos lugares. O nimero e a distribui¢do de marcas nos lugares
correspondem a marcacao (estado) da rede em um determinado momento.
Nesta secao apresentamos a definicio formal de marcacdo, assim como a
definicdo de uma rede de Petri marcada.

Definigdo 1.2.1 - Marcagao: seja P o conjunto de lugares de uma rede R.
Define-se formalmente marcacdo como uma funcdo que mapeia o conjunto
de lugares P a inteiros ndo-negativos M : P — N.
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Uma outra definicdo da marcagao das redes de Petri pode ser apresentada
na forma vetorial.

Definigao 1.2.2 - Vetor Marcagao: seja P o conjunto de lugares de uma
rede R. A marcagao pode ser definida como um vetor M = (M (p1), ...,
M (pn)), onde n = #P, para todo p; € P tal que M (p;) € IN.

Em geral, a presenca de marcas em um lugar pode ser interpretada como
a presenca de um recurso de um determinado tipo. Vale ressaltar, que o
conjunto e a distribuicdo de marcas em uma rede é a marcagao desta rede e
esta representa o estado do modelo. Graficamente, as marcas sio represen-
tadas por pontos colocados no interior dos lugares. E possivel designarmos
o nimero de marcas através de um numeral no interior dos lugares. Na
figura 1.6 apresentamos as redes marcadas Ry e Rg, cujos vetores marcacao
inicial sao representados respectivamente pelos vetores Mé%l e M(?Q.

Figura 1.6: Redes Marcadas Ry e Ry

1| m
0] po
M(?l =|1] ps3
0| pa
1| ps
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Y41
P2
P3
Pa
Ps

Ry _
My» =

[e=Ri e Bl Bl e N

Uma rede de Petri marcada pode ser definida por uma dupla formada
pela estrutura da rede (R) e uma marcacao inicial (M) associada a rede. A
seguir apresentamos a definicdao formal das redes de Petri marcadas.

Definigcao 1.2.3 - Rede Marcada: define-se uma rede de Petri marcada
pela dupla RM = (R; My), onde R € a estrutura da rede e My a marcagdao
inicial.

O comportamento dos sistemas pode ser descrito em funcao dos seus esta-
dos e suas alteracoes. Para simular o comportamento dinamico dos sistemas
a marcacao da rede de Petri é modificada, a cada agao realizada (transicao
disparada), segundo algumas regras de execugao. Estas regras sao apresen-
tadas na secao seguinte.

1.3 Regras de Execugao

O disparo de transicoes (execugao das a¢oes) é controlado pelo nimero e
distribuicao de marcas nos lugares. Uma transicdo ¢ estd habilitada se,
e somente se, todos os lugares de entrada (p; € P) de ¢ tém marcacao
M(p;) > I(pi,t). Denota-se a habilitagdo de uma transicdo ¢ para uma
marcacao M’ por - M'[t >. Vale ressaltar que a marcacao habilita o disparo
de uma transigao, contudo nao obriga o seu disparo (nao-determinismo). No
exemplo da linha de producao, a existéncia de parafusos e porcas nao obriga
a montagem dos conjuntos [8]. Disparando-se uma transigao ¢, retira-se um
nimero de marcas, igual ao peso do arco de entrada, de todos os lugares
de entrada p; de t, e sdo criadas marcas nos lugares de saida. O nimero de
marcas criadas em cada lugar de saida da transicao t é igual ao peso do arco
de saida. Denota-se a acessibilidade da marcacao M" a partir de M’ pelo
disparo da transicao t por - M'[t > M”.
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Figura 1.7: Disparo de Transicoes

A seguir, mostramos a alteracao da marcagao inicial My = (1,0,0,0,0)
da rede marcada Ry, apresentada na secao anterior, devido ao disparo da

transicao t;.

Se My[t; > M’, entao

M'(p) = My(p) — I(p,t;) + O(p,t;), Vp€P

w

S
Il

co oo~
|

cooc o~

I

<
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O disparo da transicdo t; altera a marcacao, retirando uma marca do
lugar p; e armazenando uma marca no lugar p; e ps. A nova marcacao
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M’ pode ser obtida subtraindo-se o vetor marcacao atual My pela coluna
correspondente a transigao disparada da matriz de entrada (/) e somando-
se a coluna correspondente & transigao disparada da matriz de saida (0O),
conforme mostrado na figura 1.7. Formalmente, apresentamos as regras de
execucao das redes de Petri a seguir:

Definigao 1.3.1 - Transi¢cao Disparavel: uma transicdo t € dispardvel
para uma marcagao M (M[t > ) se, e somente se, M(p) > I(p,t) para todo
p; € P. Set € dispardvel para uma marcacdo My, entdo com o disparo de
t obtem-se uma nova marcagio M' (M[t > M'), tal que: M'(p) = M(p) —
I(p,t)+ O(p,t), para todo p € P.

Rede R1

Figura 1.8: Rede R; Marcada

Apresentamos na figura 1.8 as marcacoes acessiveis, da rede Ry, através
dos disparos das transi¢oes t; e 3. A marcacao inicial My = (1,0,1,0,2)
habilita o disparo das transicoes t; e t3. Com o disparo de t; obtemos a
marcacao M; = (0,1,1,0,0); contudo, ao dispararmos, a partir de My, a
transigao t3, atingimos a marcagao M; = (1,0,0,1,1).

A seguir, apresentamos dois casos particulares de configuracao, que tém
regras de disparo distintas da apresentada. O primeiro caso, corresponde
a transicGes que nao possuem lugares de entrada. Estas transicoes sdo de-
nominadas transicoes fonte (source). A outra situacao especial, é aquela
que apresenta transicoes sem lugares de saida. Uma transicdo sem lugar de
saida é chamada de transicao de absor¢ao (sink). Uma transicao fonte estd
sempre habilitada (ver figura 1.9) e o disparo de uma transicao de absorcao
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consome marcas nos lugares de entrada, porém nao cria outros recursos (ver
figura 1.10). A seguir definimos formalmente as transigoes de absorgao e
fonte.

source 0 source

Figura 1.9: Transi¢ao Fonte (Source) antes e apés o Disparo

Definigcao 1.3.2 - Transic¢ao Source: « transicdot; € definida como “Sour-
ce” se, e somente se, I(p,t) =0, para todo p € P.

sink t sink t

Figura 1.10: Transigao de Absorgao ( “Sink”) antes e apds o Disparo

Definigcao 1.3.3 - Transicao Sink: a transicdo t; € definida como sink se,
e somente se, O(p,t) =0, para todo p € P.

1.4 Matriz de Incidéncia

Utilizando-se a representacao matricial, a estrutura das redes de Petri é
representada pelo conjunto de lugares, conjunto de transi¢coes, matriz de en-
trada e matriz de saida. Essas matrizes expressam as interconexdes entre
lugares e transicoes dos modelos, dado que a matriz de entrada apresenta os
lugares de entrada (pré-condicoes) e a matriz de saida os lugares de saida
(p6s-condigbes) das transicoes, assim como a valoragao destas interconexdes
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(arcos). Quando uma transicao ¢ dispara, a diferenca entre as marcagoes M
e My é igual a diferenga dada por O(p,t) — I(p,t), para todo lugar p € P.
Denomina-se C = O — [ a matriz de incidéncia, dado que esta fornece a
incidéncia de arcos de entrada e saida em cada transicio dos modelos. Esta
matriz representa a estrutura dos sistemas modelados. A seguir, apresenta-
mos a definicdo da matriz de incidéncia.

Definigao 1.4.1 - Matriz de Incidéncia: seja a rede R = (P,T,1,0,K),
onde P € o conjunto de lugares, T o conjunto de transicées, 1 a matriz de
entrada, O a matriz de saida e K a capacidade dos lugares. A matriz de
incidéncia C das redes de Petri representa a relagio P x T — Z definida

por: Vp € P, ¥t € T|C(p,t) =O(p,t) — I(p,1).

Embora a estrutura da rede seja representada pelas matrizes de entrada
e saida e, conseqiientemente, pela matriz de incidéncia, em alguns casos a
matriz de incidéncia nao possibilita a representacao desta estrutura comple-
tamente.

1.5 Rede Pura e Self-Loop

Os conceitos de self-loop e de rede pura sdo de particular importancia, dado
que a matriz de incidéncia de redes impuras nao representa a estrutura da
rede.

Um par (p;,t;) formado por um lugar p; e uma transigao ¢; é denominado
self-loop, se p; é, a0 mesmo tempo, pré-condi¢ao e pds condigao de ¢;. Uma
rede de Petri é dita pura se nao tem self-loops.

Definigdo 1.5.1 - Rede Pura: uma rede Ry € dita pura se, e somente se,
nao contém nenhum self-loop, ou seja, I1(p;,t;) * O(p;,t;) = 0, para todos
t,eT, e pjeP.

Uma rede com self-loops (impura) pode ser transformada (refinada) em
uma rede pura através da introducao de pares dummy. O par dummy cor-
responde a um par formado por um lugar e uma transicio que refinam um
self-loop. Este refinamento pode ser observado na figura 1.11, onde temos
a substitui¢ao do arco de entrada do lugar py (I(p1) = t1) pelo par dummy
(p2,t2), de forma que a transicao ¢; passa a ser entrada do lugar py e este
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Par dummy

Figura 1.11: Transformacdo de uma Rede Impura em Pura

entrada da transicdo t5. A transicdo t; é entdo associada como entrada do

lugar p;.

Ty
0 Y4l

-1 1 Y4l
I =11 p

Como mostrado anteriormente, a matriz de incidéncia é a representacao
compacta das matrizes de pré e pés-condicoes (/e O), ou seja, a matriz de
incidéncia representa a estrutura do modelo. No entanto, observamos que u-
ma rede impura (redes com self-loop) possui lugares que sao entrada e saida
de uma mesma transicdo. A estrutura dessas redes nao é completamen-
te representada pela matriz de incidéncia, muito embora o comportamento
do modelo continue sendo representado adequadamente pelas regras de exe-

cucao.
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1.6 Seqiiéncias Disparaveis

Se uma transicao t; estd habilitada para uma marcacdo M e uma segunda
transicao to estd habilitada para a marcacao Mj, obtida apds o disparo de
t1, dizemos que a seqiiéncia sq = t1;t9 esta habilitada para M. Ou seja, se
Mty > My e Mty > My entdo M|[ty;ts > M;. Desta forma, designamos o
disparo de uma seqiiéncia sq € T por M[sq > M'.

Definigao 1.6.1 - Sequéncias Disparaveis: a seqiiéncia sq estd habili-
tada, possibilitando a obten¢do de uma marcagio M", (M[sq > M") se, e
somente se, ocorre um dos casos abaizo:

e sq= A, onde \ € a seqiiéncia vazia, tal que M" = M;

e sq = sq't, onde sq € uma seqiiéncia de transicoest € T e existe M' tal
que M[sq¢' > M' e M'[t > M".

Se M[sq > M", diz-se que sq é uma seqiiéncia dispardvel para M.

1.7 Funcao de Proximo Estado

Seja R uma rede marcada e M uma marcagao que habilita uma transicao t;,
denominamos funcao de préximo estado aquela que possibilita a obtencao
de uma nova marcagao M’ com o disparo de uma transicao ¢; da rede R, ou
seja, se t; estiver habilitada temos 6(M;t;) = M.

Definigcao 1.7.1 - Funcao de Préximo Estado: a func¢do de prézimo es-
tado de uma rede R = (P,T,1,0, M, K) € definida se, e somente se, M (p;) >
I(p;,t;), para todo p; € P. Sendo esta condi¢ao satisfeita, 6(M;t;) = M'(5 :
IN" x T — IN"), onde M'(p;) = M(p;) — I(pi,t;) + O(pi,tj), para todo
pi €EP e n=#P.

E conveniente estender a definicdo de funcao de préximo estado para
mapear a marcacao e uma seqiiéncia de transicoes sg em uma nova marcagao.
Tenhamos uma uma seqiiéncia de transicGes ty;ty;t3;...;tr € uma marcacao
M. A marcagao M = §(M, ty;tq;t3;...; ;) é resultado do disparo da transigao
t1, seguido de t5 e assim por diante até o disparo de t, desde que o disparo
de cada uma dessas transicoes gere uma marcagao que habilite a transicao
seguinte.
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Definigao 1.7.2 - Fungao de Préximo Estado Estendida: « funcao
de proximo estado estendida para uma marcacdio M € uma seqiiéncia sq
de transi¢oes dispardveis t; definida por: §(M,t;;sq) = §(6((M,t;),sq) e
S(M,\) =M.

1.8 Equacao Fundamental

A equacao fundamental das redes de Petri (equacao de estados ou de mar-
cagoes) descreve o comportamento das redes, bem como possibilita a anélise
de propriedades comportamentais e estruturais que serao apresentadas no
capitulo 3.

Como visto na secdo anterior, o disparo de uma transicao tg, habilitada
por uma marcagao My, gera uma nova marcagao M;(Mo[tg > M;). Esta
alteracao pode ser representada através da funcao de proximo estado My =

§(Mo, to).

M habilita a transicao t; e que disparada, habilitard uma nova transicao.
Se apds o disparo de uma seqiiéncia de transicoes sq = tg;t1;...; tx obtiver-
mos uma marcacao M, podemos representar esse fato através da funcao de
proximo estado, ou seja M = §(My, sq) = §( Mo, to;t1;...;t).

Segundo a abordagem matricial das redes de Petri, uma transigao ¢; é
representada por um vetor s(#;) com dimensao igual ao nimero de transicoes
da rede, onde todos os componentes desse vetor sao zero, exceto o j-ésimo
componente que tem valor unitdrio (s(¢;)). Portanto,

M'(p) = Mo(p) — I(p,t;) + O(p,1t;), Vpi € P.
pode ser representado por
M'(p) = My(p) — I.S(tj)T + O.s(tj)T = My(p) + (O — I).s(tj)T, Vp; e P

Representando as matrizes de pré e pés-condigoes (/e O) através da matriz
de incidéncia C' (C'= O — I), temos:

M(p) = Mo(p) + C’.s(tj)T, Vp; € P
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Aplicando a seqiiéncia de transicoes sq na equacao acima, obtemos:

M'(p;) = 8(Mo(p;), 59) = Mo(p;)+C.[s(to) "+ s(tr)"+...+s(tx)"], Vpi € P)

O vetor [s(to)T + s(t1)T 4 ... + s(tx)T] é denominado vetor caracteristico ou
vetor de Parikh, e é representado por s.

Definigcao 1.8.1 - Vetor Caracteristico: o vetor caracteristico s de uma
rede R = (P, T,1,0,K) é um vetor de dimensao igual a #T, onde os com-
ponentes deste vetor representam o niumero de disparos de cada transicdo.

A equacao M'(p) = Mo(p) + C'5, Vp; € P é denominada Equacao
Fundamental das Redes de Petri ou equacao de estados.

1.9 Grafo das Marcacoes Acessiveis

O grafo de marcagoes acessiveis é uma representacao grafica do conjunto
das marcacoes que podem ser alcancadas para uma dada rede de Petri. O
disparo de uma transicao modifica a marcagdo, conforme a marcacao atual e
a estrutura da rede. Essas marcacoes obtidas apds os disparos das transicoes
sao as marcacoes acessiveis de uma rede para uma determinada marcacao
inicial. Na figura 1.12, apresentamos uma rede marcada (N; = (R, My)).

Figura 1.12: Rede Ny

O vetor M, representa a k-ésima marcacao da rede Ri( My = (m(p1),
m(p2), m(ps), m(pa), m(ps)) e A(R; Mo) = {Mo, M1, Mz, M3} o conjunto das
marcacoes acessiveis obtidas a partir da marcacao inicial My, onde:
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My =(1,0,1,0,3))
M, =(0,1,1,0,1))
M, =(0,1,0,1,0))
M5 = (1,0,0,1,2))

Constrai-se o grafo das marcacoes acessiveis através da verificagdo e dis-
paro das transicoes disparaveis para uma dada marcacao inicial e repetindo-
se esse processo para as marcacoes obtidas com esses disparos. Os vértices
desse grafo sdo as marcacdes e os arcos que interconectam esses vértices
representam o disparo de cada transicio.

OBOMR0

()

Figura 1.13: Grafo das Marcagoes Acessiveis

Na rede marcada da figura 1.12, podemos disparar a transicdo t; e a
transicdo t3. O disparo de t; leva a rede para a marcacdo M; e o disparo de
t3 para a marcacao Ms. Na marcacao My podemos disparar ¢4 e t3. O disparo
de t5 retorna a marcacao inicial da rede. O disparo de t3, a partir de M faz
com que a rede atinja a marcacao My. Na marcacao My, as transicoes t9 e ty
estao habilitadas. Disparando-se t4 retorna-se a marcagao M; e disparando-
se to atinge-se Ms3. Em Mj; é possivel retornar-se a marcacio Ms, pelo
disparo de t; ou a marcagao inicial pelo disparo de t4.

Definigcao 1.9.1 - Conjunto das Marcagoes Acessiveis: seja uma rede
marcada N = (R; My); define-se conjunto das marcagoes acessiveis A(R; M)
pelo conjunto de marcacoes obtidas a partir de uma marcacdo inicial My pelo
disparo de todas as possiveis seqiiéncias de transicoes habilitadas, ou seja,
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A(R; My) = {M; € IN™}, tal que existe uma seqiiéncia de transicoes sq,
que Mglsq > M;, onde m = #P e M; s6 € alcancdvel se, e somente se,

[sq >
M,; € A(R; M).

Na figura 1.13, apresentamos o grafo das marcagoes acessiveis (GA) da
rede Ry. O grafo das marcagoes acessiveis pode ser definido por uma dupla
GA(R; Mo) = (M;, a(; j)), onde M; € A(R; Mo) sao os vértices do grafo e
a(;,;) os arcos. Os arcos representam a alteragao da marcagao pelo disparo
das transicoes. Apresentamos, a seguir, a definicio do grafo das marcacoes
acessiveis (grafo de acessibilidade) a estas marcagoes:

Definicao 1.9.2 - Grafo das Marcagoes Acessiveis: seja uma rede mar-
cada N = (R; My); define-se grafo das marcagées acessiveis GA, por um par
GA(R; Mo) = (M;, a(; ), onde M; € A(R; Mo) sdo os vértices do grafo e
ag,;) 0s arcos. Os arcos representam M'[> M" se, e somente se, existe uma
transi¢ao t tal que M'[t > M" (mudang¢a de marcagdo).

tl/'@)\to
@ @ &
\@/’tom
N

tl ooe
(b)
(a)
Figura 1.14: Grafo das Marcagdes Acessiveis Infinito
O vetor My = (m(po), m(p1), m(p2)) representa o vetor marcagao da

rede da figura 1.14, ou seja, o primeiro componente desse vetor representa
a marcacao do lugar pg para a k-ésima marcacido. O segundo componente
representa a marcacao do lugar p; e o terceiro componente, a marcacao do
lugar ps.
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My = (1,0,0))
M, =(0,1,1))
M; = (1,0,1))
Ms = (1,1,0))

Para a rede da figura 1.12, observamos que o nimero de marcacoes a-
cessiveis é finito, portanto é possivel representar, através do grafo de mar-
cacOes acessiveis, todas as marcacoes obtidas com os disparos das transicoes.
No entanto, um grande nimero de modelos pode ter um nimero infinito de
marcacoes, o que torna impossivel a representacio dessas marcacoes nesse
grafo. Para exemplificar esta situacoes observemos a rede da figura 1.14.a.
A marcacao inicial desta rede (My = {1,0,0}) habilita o disparo da tran-
sicao tg, alterando a marcacao da rede para My = {0,1,1}. A marcacao
M possibilita tanto o disparo de ¢; quanto o disparo de t3. Observe que,
tanto disparando a transicdo t; quanto disparando t,, teremos uma nova
marca no lugar pg, o que possibilita o disparo de tp, de tal forma que te-
remos um acumulo de marcas nos lugares da rede e conseqiientemente um
nimero infinito de marcacoes. Nesse caso, a rede pode sempre atingir um
estado diferente dos ja alcancados, fazendo com que o grafo das marcacoes
acessiveis seja infinito, impossibilitando a representacao gréifica de todas as
marcagoes acessiveis (figura 1.14.b) do modelo. No capitulo 3, apresentamos
duas representacoes graficas que sdo utilizadas para representar, finitamente,
um ndmero infinito de marcacoes.

1.10 Condicoes Externas

Como ja apresentado, as transicoes de uma rede de Petri representam as
acoes. A execucgao de uma acgao pelo sistema, pode nao depender de nenhu-
ma condigao externa ao sistema (entrada), contudo é possivel que a execugao
de uma agao pelo sistema dependa nao sé de condicoes internas (marcas em
lugares), como também de condicoes externas ao sistema modelado. Pa-
ra possibilitar esta necessidade de representacdao, podemos associar estas
condicoes as transicoes, ou seja, para que ocorra o disparo da transicao é
necessario que também a condicdo externa associada a transicao seja ver-
dadeira. A figura 1.15 mostra uma rede onde temos associadas condi¢oes
externas as transicoes tg e t3.
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Figura 1.15: Condicoes Externas Associadas as Transicoes

Imaginemos as atividades de um programador, que, apds encerrar a co-
dificacdo de um programa, compila os médulos fontes separadamente e pos-
teriormente efetua a ligacdo dos médulos obtidos. A rede da figura 1.15
apresenta abstratamente parte desse processo. Uma marca no lugar pg in-
dica que hd um programa disponivel, permitindo, portanto, que ele seja
compilado (disparo de t1). As transigoes 3 e t3 estao associadas as con-
digbes externas, (e) e (ne). Estas condigbes indicam se houve erro ou nao
no processo de compilacdo. Caso ocorra algum erro na compilacao, a tran-
sicao t3 estd impossibilitada de disparo e a transicdao 5 pode ser disparada
(possibilita uma nova compila¢ao, pois uma marca serd depositada no lugar
Po). Quando nao ocorrer nenhum erro na compilagao, é possivel disparar ts,
possibilitando a execucao das agoes subseqiientes.

1.11 Associacao de Roétulos a Transicoes

Em algumas oportunidades, no processo de modelagem de sistemas, dese-
jamos nao tomar conhecimento ou mesmo confundir ocorréncias de acoes
(disparo de transigoes). Para tal, rotulamos transicoes distintas com o mes-
mo nome, podendo inclusive usar-se A, a agao vazia.

Devemos definir um alfabeto ) e associd-lo a rede. Realizamos esta
associacao através da rotulagdo de transicoes da rede com simbolos de .

Defini¢do 1.11.1 - Fungao de Nomeagdo: seja uma uma rede R =
(P,T,1,0,K) e um alfabeto ¥. A funcao o : T — ¥ € definida como
funcdo de nomeacao.
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Na figura 1.16 apresentamos uma rede onde todas as transicoes estao
rotuladas (etiquetadas).

Figura 1.16: Rede Etiquetada

Nesta rede temos as transicoes rotuladas as acoes do tipo a, b, c e a agao
vazia A. Uma transi¢do rotulada como uma acdo vazia, ou seja o(t;) = A
nao aparece em qualquer seqiiéncia de transicoes disparadas.

Para que nao haja confusdao entre condicGes e rétulos nas transicoes,
adotaremos a convencdo de grafar as condicdes sempre entre parénteses.

1.12 Linguagens das Redes de Petri

As redes de Petri possibilitam a especificacio, modelagem e verificacao de
propriedades de sistemas. Como ja observamos, as transicoes modelam as
acoes, a ocorréncia de uma acao é representada pelo disparo de uma transicao
e as seqiiéncias de acoes sao modeladas por seqiiéncias de transicoes. Essas
seqiiéncias de transicoes sao extremamente importantes quando desejamos
observar a equivaléncia entre modelos. Duas redes sao ditas equivalentes
se todas as seqiiéncias de transicoes fornecidas sido iguais. O conjunto de
strings (seqiiéncias de transi¢oes) gerados por todas as possiveis seqiiéncias
de disparo definem uma linguagem formal denominada Linguagem da rede
de Petri.

Usando-se os conceitos aplicados para a obtencao de liguagens das maquinas
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de estados finitos, desenvolveu-se a teoria das linguagens das redes de Petri.
Na secao anterior, apresentamos a rotulagdo (nomeacao) de transicoes das
redes de Petri a partir de um alfabeto X.

A figura 1.17 apresenta uma rede que tem suas transicoes rotuladas con-
forme o alfabeto ¥ = {a, b}. Observe-se contudo, que uma transigao é rotu-
lada como agao vazia (M), que corresponde ao string vazio €, e obviamente
nao tem influéncia na linguagem gerada.

Figura 1.17: Rede Rotulada

Ainda na rede da figura 1.17, a transicdo rotulada com a pode ser dispa-
rada um nimero infinito de vezes e o lugar p; acumula um nimero de marcas
exatamente igual ao nimero de disparo desta transicao. No entanto, quando
dispararmos a transicao rotulada com uma acao vazia, a transicao rotulada
com a é impedida de ser disparada, pois a marca do lugar pg é consumida. O
disparo da transicdo rotulada com A deposita uma marca no lugar p, o que
habilita a transicao rotulada com b. Essa transicao podera ser disparada o
mesmo nimero de vezes que foi disparada a transicao rotulada com o simbolo
a. A linguagem gerada pela rede da figura é L(R, Mp) = ¢™b", n > 0. Um
trabalho mais detalhado sobre este tema pode ser encontrado em [4].

E importante salientar que a expressividade da rede de Petri supera o
formalismo das gramaticas livre de contexto limitadas e expressoes regulares,
uma vez que, face a inexisténcia de mecanismos de contagem (memdria) nes-
ses formalismos, a linguagem L(R, My) = a™b™, n > 0 nao pode ser expres-
sa diretamente, tendo-se que recorrer ao artificio de representar a linguagem
como sendo L= (ab)”, impondo-se a geragao casada dos simbolos.
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1.13 Classes das Redes de Petri

Algumas classes de problemas tém caracteristicas que devem ser explicitadas
ou mesmo representadas de forma mais compacta, na especificacao. Apre-
sentamos algumas dessas classes de problemas, bem como apontamos para
algumas extensoes as redes de Petri que os solucionam.

Em algumas fases do processo de desenvolvimento de um sistema, neces-
sitamos representar o sistema em evolu¢do com um maior ou menor deta-
lhamento, de maneira compacta. Dependendo das dimensées do sistema, o
modelo representativo pode ter dimensoes nao praticas e nao elucidativas.
Em outra fase do desenvolvimento pode ser necessario o esclarecimento de
determinados aspectos, que em fases anteriores nao se faziam necessdrios.
Tendo em vista esses aspectos, a literatura fornece diferentes classificagoes
para as redes de Petri.

e Redes de Petri Ordinarias:
RdPs Bindrias ou Condicao-Evento
Redes de Petri Place-Transition
RdPs Nao-Ponderadas
RdPs Ponderadas

e Redes de Petri Nao-Ordinarias ou de Alto Nivel:
RdPs Predicado-Evento
RdPs Coloridas
RdPs Hierdrquicas

Aqui seguimos a classificagao apresentada em [1], embora existam outras
classificagoes na literatura.

1.14 Redes de Petri Ordinarias

As redes de Petri ordinarias caracterizam-se pelo tipo de suas marcas. Nessas
classes de rede, o tipo das marcas é inteiro nao negativo, enquanto as redes
de Petri ndo-ordinarias possuem marcas de tipos particulares.
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A classe bindria (condi¢ao/evento) representa as redes mais simples entre
todas as classes. Nessa classe, os lugares podem conter no maximo uma ficha
e todos os arcos tém peso unitario. A figura 1.18.a apresenta uma rede dessa
classe.

Nas redes Place-Transition os lugares podem acumular marcas, assim co-
mo os arcos podem ser valorados. Alguns autores, contudo, fazem distincao
entre as redes em que os arcos tém valores difrentes de um e as redes com
arcos de peso igual a um.

As redes de Petri ndo-ponderadas sio uma classe em que os lugares po-
dem ter mais do que uma marca e a valoracdo dos arcos é unitaria. A
figura 1.18.a apresenta uma rede bindria, que descreve um processo que po-
de utilizar dois recursos (r1,rz) e uma rede nao ponderada (figura 1.18.b)
que representa o mesmo processo, de forma mais compacta, com apenas um
lugar representando os recursos. O niimero de marcas no lugar r indica a
quantidade de recursos.

Figura 1.18: Rede Bindria e nao-Ponderada

Nas redes ponderadas, os pesos dos arcos nao estao limitados a 1. Nessa
classe de rede podemos ter arcos miltiplos, que podem ser representados por
um unico arco e associado a este, uma valoracdo. A rede R; da figura 1.12
apresenta uma rede dessa classe.
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1.15 Redes de Alto Nivel

As redes nao-ordinarias sao caracterizadas pelos tipos de suas marcas que
nao sao mais elementos do tipo inteiro positivo. Nessas classes de redes,
as marcas sao diferenciadas com parametros de cor, que permite a indivi-
dualizagao da marca (a especificagao de um objeto por sua cor) ou mesmo
a marca representada nao por um tnico objeto mas por um conjunto de
objetos. Essas classes de redes serao estudadas no capitulo 4.

Todas as classes de redes que apresentamos tém o mesmo poder de com-
putacional, no entanto algumas dessas classes possibilitam um mais alto ou
mais baixo nivel de abstracao dos modelos. Dependendo da aplicagdo ou
mesmo do estigio de desenvolvimento, faz sentido a escolha de uma deter-
minada classe de rede para a modelagem do problema. No entanto, nenhuma
destas classes possibilita o teste a zero (testar se um lugar nao tem marca)
de lugares com capacidade ilimitada (k = oco). No capitulo 4 apresentamos
algumas extensoes as redes de Petri, que possibilitam esse teste e fornecem
meios para a especificagao de outras propriedades dos sistemas computacio-
nais, tais como tempo e prioridade. As extensées aqui elucidadas sao as redes
de Petri com arco inibidor, redes de Petri temporizadas deterministicas, es-
tocdsticas e com prioridades. Infelizmente, essas extensoes reduzem o poder
de decisdo das redes de Petri. Alguns trabalhos investigam o uso de sub-
classes de redes de Petri que possibilitem aumentar o poder de decisao, sem
contudo reduzir em demasia o seu poder de modelagem.

No capitulo seguinte, apresentamos a modelagem com redes de Petri,
descrevendo uma série de problemas classicos, que possibilitam a percepgao
do poder de modelagem das redes de Petri.
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Capitulo 2

Modelagem com Redes de
Petri e Sub-Classes

Este capitulo apresenta inicialmente algumas redes bdsicas e essenciais para
a modelagem de sistemas em geral [2]. Redes a partir das quais, torna-se
possivel a modelagem de sistemas mais complexos [18, 17, 16, 12, 10, 46] em
funcdao destas construcoes elementares. Posteriormente, apresentamos uma
série de exemplos classicos, onde sao apresentados os seus modelos. Estes
exemplos tém aspectos importantes a serem observados, e a sua modelagem
[25] serve também como um exercicio para uma posterior especificagao de
sistemas mais complexos.

2.1 Redes Elementares

As redes elementares [4] [2] sao utilizadas como blocos bdsicos que possibi-
litam a especificagao de aplicacées mais complexas. Nesta secdo veremos o
modelo de seqiienciamento, distribuicao, juncao, escolha nao-deterministica
e atribuicdo.

2.1.1 Sequenciamento
O seqiienciamento é uma rede que representa a execucao de acdo, desde

que uma condicao seja verdadeira. Apds a execucao desta acdo temos uma
nova condicao que poderd possibilitar a execu¢ao de uma nova acao [2].
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Na figura 2.1 apresentamos este modelo. Uma marca no lugar pg habilita a
transicao tg e com o disparo desta transicao é estabelecida uma nova condigao
(p1 é marcado). Esta nova condi¢ao pode permitir o disparo de uma outra
transicdo que esteja asociada ao lugar p;.

Figura 2.1: Seqiienciamento

2.1.2 Distribuicao

A rede que representa a distribuicdo é apresentada na figura 2.2. Esta rede
possibilita a criacao de processos paralelos a partir de um processo pai [2].
Nesta rede o disparo da transicao tg, retira uma marca do lugar pg e coloca
uma marca nos lugares p; e py. Estas novas condigoes estabelecidas, permi-
tem a execucao de outras tarefas paralelamente, ou seja, p; é pré-condicao
para a execucao de uma tarefa e py pré-condicao para a execucdao de uma
outra tarefa.

Figura 2.2: Distribuicao

2.1.3 Juncao

A rede que modela o sincronismo ou jun¢dao é apresentada na figura 2.3.
Esta rede possibilita a sincronizacao entre processos. Este modelo tem
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fundamental importancia, pois na modelagem de atividades concorrentes
freqiientemente é necessaria a sincronizacdo entre tarefas. Esta rede recom-
bina duas tarefas, pemitindo que, por exemplo, um processo continue sua
execucao apenas apos o término de outros processos especificos [2].

Figura 2.3: Juncao

O disparo da transicido ty sé é possivel quando existir uma ficha nos
lugares pg e p;. Esta condi¢ao sendo satifeita, é possivel disparar-se tg.
Efetuando-se o disparo, retira-se uma ficha dos lugares pg e p; e coloca-se
uma ficha no lugar ps. Esta nova condicao estabelecida pode possibilitar a
execucao de outras acoes do sistema.

2.1.4 Escolha Nao-Deterministica

Nesta secao apresentamos uma rede elementar que dependendo da aplicagao,
é denominada conflito, escolha ou decisdo. Definiremos também os conceitos
de conflito estrutural e conflito efetivo [2].

A rede elementar da figura 2.4 representa a escolha nao-deterministica
do disparo de transicées. Neste modelo, o disparo de uma transicao inabilita
o disparo da outra transicao.

Alguns autores, no entanto, enfatizam uma distincao entre o que deno-
minam conflito (escolha, decisdo) estrutural e conflito efetivo.

Definigao 2.1.1 - Conflito Estrutural: duas transicoes tg e t1 estdo em
conflito estrutural se, e somente se, tém um lugar p comum como entrada,
ou sejaNp € P I(p,to) X I(p,t1) #0, Vpe€ P.

Na figura 2.5.a mostramos as transicoes t; e t5 em conflito estrutural.
O conceito de conflito efetivo estd relacionado a estrutura da rede, como no
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Figura 2.4: Escolha Nao-Deterministica

Figura 2.5: Conflito Estrutural e Efetivo
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conflito estrutural, no entanto este estd associado também a marcacdo. Se
duas transicoes em conflito estrutural; e o disparo de uma dessas transicoes
inabilita o disparo da outra transicao, dizemos que estas transicoes estao em
conflito efetivo (transicao ¢y e ¢y da figura 2.5.b).

Definicao 2.1.2 - Conflito Efetivo: Duas transicées ty e t1 estdo em
conflito efetivo para uma marcacdo M se e somente se estas estdo em conflito
estrutural em relagao ao lugar p e M[tg >, M[ty >, M(p) < I(p,to)+1(p,t1)-

2.1.5 Atribuicgao

A atribuicao é uma rede elementar[2] que permite que dois ou mais processos
possibilitem o disparo de uma mesma transicao( ver figura 2.6). Nesta rede
o disparo das transicoes g e t; sdo independentes, modificando, contudo, a
marcagao do lugar py que é pés-condicao tanto de uma transicio como da
outra. Portanto, apés o disparo de qualquer uma dessas transicoes, cria-se
uma condigao (marca no lugar de saida) que possibilita a disparo de uma
outra transicao.

Figura 2.6: Atribuicao

2.2 Confusion

Nesta secao apresentamos a modelagem de atividades conflitantes em que ha
também um envolvimento com atividades concorrentes. Como vimos, dois
eventos sdo conflitantes se um ou outro pode ocorrer de forma mutuamen-
te exclusiva. Eventos concorrentes podem ocorrer em qualquer ordem sem
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conflito. A situagao onde dois eventos estdo ao mesmo tempo em conflito e
em concorréncia é denominada confusion.

Na figura 2.7 apresentamos dois tipos de confusion. No modelo da figu-
ra 2.7.a apresentamos um tipo de confusio denominado confusion simétrica.
Neste caso as transicGes ty e o 830 concorrentes, no entanto cada uma des-
tas transicoes (o e t2) estd em conflito efetivo com ¢, pois o disparo de t;
impossibilita o disparo de g e t5.

p2
pO pl
t2
t t t
0 1 2 p p
0 1

Figura 2.7: Confusion Simétrica e Assimétrica

Na figura 2.7.b apresentamos o outro tipo de confusion, a confusion as-
simétrica. Nessa rede as transicoes g e ty 830 concorrentes, no entanto se a
transicao t9 disparar antes da transicao tg, teremos um conflito efetivo entre
to e tl.

2.3 Modelagem de Processos

Apresentamos nesta secao diversos problemas cldssicos e seus respectivos
modelos em redes de Petri [27] [28] [46] [47] [24] [23]. Estes modelos sao
representados em fungao das redes elementares apresentadas na secao ante-
rior.

2.3.1 Processos Paralelos

Na modelagem de processos paralelos [37] [38] [31] [42], 0 modelo do processo
global é obtido pela uniao (composi¢ao) de modelos representativos de cada
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tarefa que compoem o processo global e os modelos basicos de distribuicao
e sincronizacao.

Vejamos, como exemplo, uma linha de producao de canetas esferograficas,
e que neste nivel da especificagao estamos interessados apenas em modelar
a producao do invélucro das canetas, das cargas e a montagem destas duas
partes. A rede da figura 2.8 representa esta atividade. A transicdo g repre-
senta o inicio das atividades, e uma marca em p; indica que as condicoes para
o inicio dessas atividades sdo adequadas. O lugar py representa o depdsito
de matéria prima. Ao disparar-se a transicdo tg, uma marca do lugar pq
e de p; é consumida e criam-se duas marcas nos lugares de saida, ou seja,
p1 e pa. Esses lugares representam as condigbes necessarias (matéria prima,
disponibilidade de maquinas e mao de obra etc) para a fabricagao da carga e
do invélucro, respectivamente. Uma marca no lugar p; habilita a transicao
t1, assim como a transicao t9 encontra-se habilitada, dado que h4 uma marca
no lugar py. A transicao ¢; representa a manufatura do invélucro, enquanto
a transicdo ty representa a o processo de fabricacio da carga. Essas tran-
sicoes podem ser disparadas independentemente uma da outra, dado que a
manufatura do invélucro independe da producao da carga, ou seja, nenhuma
pré-condicdo de uma transicao é pré-condicdo da outra transicdo. Apds a
manufatura das duas partes que compbem a caneta, é necessario representar
a atividade de montagem destas partes. Dado que, s6 é possivel colocar a
carga dentro do invélucro (parte externa), quando ambas as partes estive-
rem prontas, a transicao que representa esta montagem deve ter estas duas
condigbes (carga pronta, invélucro pronto) como pré-condicoes. Representa-
mos esta tarefa através da transicao t3. O disparo da transicdo t3 depende
das duas pré-condigoes, ou seja, que haja uma marca no lugar ps (invélucro
pronto) e py (carga pronta). Apés o disparo dessa transi¢ao, deposita-se uma
marca em ps (depdsito de canetas) e se restabelece a condicdo para a ma-
nufatura de uma novo produto (marca no lugar p;), desde que haja matéria
prima (marcas em po).

Observamos, portanto, que, através das redes elementares (distribuicao
e juncao), foi possivel modelar atividades paralelas independentes. Notemos
também o carater hierdrquico das redes de Petri, que permite um alto nivel
de abstragao, possibilitando o encapsulamento de um nimero de acGes e
condicoes em lugares ou transicoes. A depender da conveniéncia, novas sub-
redes podem detalhar partes da rede original.
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Figura 2.8: Atividades Paralelas

2.3.2 Exclusao Mutua

Para tratarmos completamente os aspectos relativos a resolucao de proble-
mas através de processos que tenham atividades paralelas, é necessdrio es-
tudar os casos onde componentes do sistema cooperam para a obtencao de
uma soluc¢ao conjunta[39]. Isso requer o compartilhamento de recursos entre
esses componentes do sistema. Esse compartilhamento deve ser controlado
para todo o sistema de forma confidvel.

Imaginemos que tenhamos uma maquina tnica para a producao de cargas
e invélucros de canetas esferograficas e que sua utilizacao em cada uma dessas
tarefas impossibilita a outra. Portanto, quando essa maquina estiver sendo
utilizada na producdo da carga, a linha de producdo do invélucro devera
aguardar para que possa utilizar a mesma maquina e vice-versa.

A figura 2.9 apresenta a rede de Petri que representa esse processo. O lu-
gar po representa o depositério de matéria prima, o lugar p; a habilitagao do
sistema para a manufatura. Os lugares p; e py representam os depositérios
de matéria prima para a fabricacdo dos invélucros e das cargas, respectiva-
mente. Os lugares ps e py representam, respectivamente, a manufatura dos
invélucros e das cargas. O lugar p; representa a maquina compartilhada
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Figura 2.9: Exclusdao Mitua

nas linhas de producdo, neste caso. Uma marca nesse lugar representa uma
maquina esta disponivel. A auséncia de marca neste lugar informa a indispo-
nibilidade da maquina, ou seja, uma das linhas de producao esta utilizando
essa maquina. Os lugares ps e pg sao os depositérios de invélucros e cargas
e o lugar pg o depositério de canetas.

A transicao tg representa o inicio da manufatura de canetas. Esta pri-
meira tarefa, da linha de producao, corresponde & distribuicdo de matéria
prima para os depositérios p; e py para a fabricacao de cargas e invélucros.
As transicGes t; e ty representam o inicio do processo de manufatura dos
invélucros e das cargas, respectivamente. Observe-se que a marcacao da fi-
gura 2.9 possibilita o disparo de uma das transicoes, pois pr possui apenas
uma marca. Com o disparo de uma dessas transi¢bes, por exemplo a tran-
sicao ty, fica impossibilitado o disparo da transicao ¢y (conflito efetivo), pois
a ocorréncia do disparo de t; consome uma marca de p; e de p7; e produz-se
uma marca no lugar p3. Dado que p; é entrada da transicdo ¢y, e que este
encontra-se sem marca, o disparo de t5 torna-se impossibilitado. Apds o
disparo de t1, apenas a transicao t3 é habilitada. A transicao ¢3 representa o
término de manufatura de um invélucro e a liberagao da maquina compar-
tilhada, enquanto a transicao ¢4 representa o término da fabricacao de uma
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carga, bem como a liberacao da mdquina compartilhada. O disparo de t3
consome uma marca do lugar p3 e produz uma marca no lugar ps e no lugar
p7. De forma semelhante, o disparo de t4 consome uma marca do lugar py4
e produz uma marca nos lugares pg e p7. A marca armazenada no lugar pr
informa a liberacao da mdquina compartilhada. A transicdo ¢5 representa a
montagem das canetas. Observe-se que esta transicio consome uma marca
do lugar ps (invélucro) e uma marca do lugar pg (carga) e deposita uma
unica marca no lugar pg e no lugar p;, que habilita a manufatura de outra
caneta, desde que haja matéria prima.

2.3.3 Maquinas de Estado Finito

Uma técnica bastante difundida para a especificacao de sistemas de software
e hardware sdao as maquinas de estado finito. Nesta secdo, apresentamos a
modelagem das méiquinas de estado finito através das redes de Petri e suas
vantagens [4, 44, 1, 22].

Definig¢ao 2.3.1 Uma Mdquina de Estados Finitos pode ser definida pela
quintupla (S, A;, A,, 8,1, onde:

e S € um conjunto finito de estados,

A; € o alfabeto de entrada,

A, € o alfabeto de saida,

e §:SXx A; — S € a funcio que mapeia o estado atual e a entrada no
prozimo estado (funcao de prézimo estado),

e ':Sx A, — A, € uma funcdo que mapeia o estado atual e a entrada
em uma saida.

Para modelarmos as Mdquinas de Estado Finitos através de redes de Pe-
tri, temos que observar a comunicacao entre a rede e o exterior. A troca de
informacoes entre o sistema modelado e o exterior pode ser feita de trés ma-
neiras: através da associagao das condicoes externas as transi¢oes (conforme
visto no capitulo anterior), usando-se lugares, ou usando-se transicoes.

Se utilizarmos transicoes para representar a comunicagao com o meio ex-
terior, a indicagao de um simbolo de entrada é representada pelo disparo de
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Figura 2.10: Interface usando Lugares

uma transicdo. As transicoes de entrada nao tém lugares como entrada, as-
sim como as transicoes de saida nao tém lugares de saida. Se representarmos
esta comunicacao com o exterior através de lugares, cada sfmbolo de entra-
da serd representado por um lugar. O mundo exterior deposita as marcas
nesses lugares. Apds a simulacao, quando as marcas forem depositados nos
lugares de saida, essas serao removidas destes lugares pelo mundo exterior.
A figura 2.10 apresenta um modelo que representa esse tipo de comunicacao
com o mundo exterior.

Para transformarmos uma maquina de estado em uma rede de Petri equi-
valente, associa-se a cada estado da maquina um lugar na rede e a cada arco
da méaquina uma transicao na rede. Cada arco da maquina de estado repre-
senta uma mudanca de estado, portanto o estado atual (representado na rede
por um lugar) é pré-condigao da transi¢ao (rede) que representa a mudanga
de estado. O préximo estado é pds-condicido dessa transicio. A mudanca
de estado, bem como o préximo estado atingido, depende tanto do estado
atual quanto das entradas do sistema. Dessa forma, se representarmos as
entradas através da associacao de condicoes externas as transicoes, veremos
que cada transicao da rede terd apenas um lugar de entrada e apenas um
lugar de saida.

Como mostrado no inicio desta secdo, é possivel representar as entradas
e saidas através de lugares, assim como os estados da maquina. O lugar que
representa o estado atual é marcado enquanto os demais nao estdo marcados.

Na figura 2.11, apresentamos uma maquina de estados que representa
um sistema que detecta uma seqiiéncia de dois ou mais simbolos 0 de um
alfabeto. Representamos o alfabeto de entrada como 4; = {0,1}. O estado
inicial da maquina é o A. Se um caracter 1 chegar a entrada, a mdquina
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continuara no estado A e a safda serd 0. Caso chegue a entrada um caracter
1, a maquina vai para o estado B e a saida continua com zero. Caso a
maquina esteja no estado B, e chegue a entrada um caracter 0, a mdquina
continuara neste estado e a saida ird para um, indicando a seqiiéncia de
dois ou mais caracteres 0’s. No entanto, se a mdquina estiver no estado B
e chegar & entrada um caracter 1, a maquina retorna ao estado A e a saida

sera 0.
0/0
o -
1/0

Figura 2.11: Méiquina de Estado - Detector de Seqiiéncia

Na figura 2.12 apresentamos a rede correspondente a esta maquina, ou
seja, uma rede que detecta a chegada de dois ou mais simbolos 0 colocando
a saida em 1. Caso contrério, a saida pemanece em 0.

Podemos, portanto, definir a maquina de estados finito (5, 4;, A,,6,1)
em funcgao das redes de Petri (P, T, 1,0, K) da seguinte forma:

Definigao 2.3.2 -Maquina de Estados Finitos em Redes de Petri:
seja o conjunto de lugares P os estados, o alfabeto de entrada A; e o alfabeto
de saida P = S|JA;JA,. O conjunto de transi¢oes representa as agoes.
Fstas agoes dependem do estado atual e do alfabeto de entrada T = {t; ,|s €
S,a € A} I(ts,) = {s,a} representa as pré-condigées para a execugdo
das acées, ou seja, o estado atual e os simbolos do alfabeto de entrada que
influenciam na execugao de uma agdao. O(ts,) = {6(s,a),['(s,a)} representa
o proximo estado e o simbolo do alfabeto de saida obtidos apds o disparo da
transicao.

Se os alfabetos de entrada e saida ndo forem representados por luga-
res, como mostrado na rede da figura 2.12, ou seja, as pré-condicoes e pds-
condicoes afetadas, quando do disparo de uma transicao, sao representadas
através da associagao destas as transi¢oes(ver segao 1.10), o conjunto de
lugares P representa somente os estados.
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Entradas

Figura 2.12: Detector de Seqiiéncia

Embora a representacdo por redes de Petri das maquinas de estado seja
menos compreensivel, as redes de Petri possibilitam a composicao seqiiencial
e paralela de redes para a construcao de modelos mais complexos, através
da fusdo de lugares de entrada e saida.

2.3.4 Computagao Dataflow

As redes de Petri sao utilizadas normalmente para modelar fluxo de controle;
no entanto possibilitam também a modelagem de fluxo de dados (dataflow)
[19, 51]. Nesta secao apresentamos a modelagem de computacao dataflow
por redes de Petri.

Em um modelo dataflow nao ha a nocao de fluxo de controle seqiiencial
como em sistemas de computacao convencional. Diversas unidades funcio-
nais podem executar suas tarefas ao mesmo tempo, no momento em que os
operandos tornam-se disponiveis. Algoritmos projetados com essas carac-
teristicas possibilitam um alto grau de paralelismo em maquinas dataflow.

A figura 2.13 modela a computacio dataflow para a expressio z =
el#+v)/v  As marcas nas redes representam para a computacio dataflow
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valores ou mesmo a disponibilidades de dados.

[somal] Xk
X+y |:Tj|

t,
[divide] ts
[calcula exponenciacao]

0
[duplicar]

t . z¢indefinido

Figura 2.13: Computacao Dataflow

No exemplo mostrado, temos inicialmente disponiveis os valores z e y. O
disparo da transicao ty provoca a duplicacao de y, o que permite a execucgao
concorrente da transicao #; e t3 ou t3, dado que estas transi¢bes (f9,13)
estao em conflito (escolha). No entanto, embora estas transigoes estejam em
conflito, as duas estdo rotuladas com as condigoes externas y; # 0 e y = 0,
respectivamente. Caso o valor de y seja zero, dispara-se a transicao t3 que
colocard no lugar “z € indefinido” uma marca. Se y for diferente de zero,
dispara-se a transicdao t3. O disparo da transicdo ¢, armazena uma marca
no lugar de saida. Uma marca nesse lugar informa a disponibilidade de um
valor diferente de zero para y. O disparo de t; representa a realizacdao da
operacdo de adicao entre z e y. O disparo de t4 representa a divisdo entre
os termos z + y e y. Este disparo deposita uma marca no lugar (z + y)/y,
o que possibilta o disparo de t5 (exponenciagao), fornecendo uma marca ao
lugar z = e(#+¥/¥ representando que o célculo desejado estd disponivel.

Esse estilo de computagao possibilita a exploracao do paralelismo do
sistema. Como observamos, quando as operacoes sao realizadas e hd a dis-
ponibilidade dos novos operandos, desde que haja unidades funcionais dis-
poniveis, outras operacoes podem ser realizadas paralelamente. Esta clas-
se de problemas pode ser modelada perfeitamente por redes de Petri, da-
do que esta técnica possibilita a descricao de sistemas concorrentes e nao-
deterministicos.
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Um ponto de grande importancia para a computacgao dataflow sao os mo-
delos de arquitetura pipeline. Nessas arquiteturas os dados sdao processados
por estigios sucessivos de computacdo, de tal forma que cada estigio esteja
ocupado em cada ciclo de operacao.

2.3.5 Sistemas Pipeline

Existem muitas formas para classificar computacao paralela. A computacao
paralela pode ser caracterizada segundo duas perspectivas [34]. No primeiro
ponto de vista observamos o particionamento e distribuicao das tarefas, no
segundo a forma de execucdao. Observando-se o primeiro dos pontos de vista,
podemos caracterizar este particionamento e distribuicdo de duas formas:
a computacao function-parallel e data-parallel. Na computagao function-
parallel decomponhe-se um programa em moédulos de diferentes funciona-
lidades que podem ser executados em um ou vdrios processadores. Este
tipo de paralelismo é adequado para aplicacGes que podem ser desenvolvidas
utilizando-se diversas médulos independentes. Na computacao data-parallel
os dados sdo divididos entre os processadores. Os processadores podem e-
xecutar o mesmo programa, no entanto manipulam diferentes subconjuntos

de dados.

Se observarmos agora a segunda perspectiva de caracterizacao dos proces-
sos paralelos (execucao), podemos classificar as computacoes como concor-
rentes e pipelined. A computagao concorrente explora o paralelismo espacial,
ou seja utiliza diversos processadores para a execucao de miltiplas tarefas
independentes simultaneamente. Estas tarefas podem ser data-parallel ou
Sfunction-parallel.

O paralelismo pipelined explora os aspectos temporais. Cada processa-
dor manipula apenas os dados fornecidos a sua entrada e passa estes dados
transformados para o préximo processador (estdgio). Uma nogao importante
nesse tipo de processamento é o fluxo de dados, pois os dados sdo passados
de estigio para estigio, ficando a comunicacao entre processadores restrita
a estagios vizinhos.

Um sistema pipeline é composto por um nimero de estigios que podem
estar em execucao simultaneamente. Quando um estigio i encerra sua ati-
vidade, este transfere o resultado obtido para o préximo estigio e aguarda
por novas informagoes provenientes de estigios anteriores.

Nesta secao modelamos um sistema pipeline com duas unidades funcio-
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nais (figuara 2.14). Neste sistema as informacoes sao fornecidas ao sistema
através de uma entrada da unidade funcional A.

Entrada Unidade Unidade | Saida
—> ——

A B

Figura 2.14: Unidades Funcionais em Pipeline

Informacoes s6 serdo aceitas se a entrada estiver desocupada. Apds ler
os dados da entrada, a unidade funcional A trata estas informacoes e entao
tranfere para a entrada da unidade funcional B. A unidade A pode entao
receber uma nova informacao. De forma semelhante a unidade B lé as infor-
macoes enviadas pela unidade A e entao trata as informagoes, posteriormente
fornecendo os resultados a safda do sistema. Na figura 2.15 apresentamos

uma rede que descreve as tarefas executadas pelo diagrama em bloco da
figura 2.14.

Unidade A Unidade B

Figura 2.15: Pipeline

A entrada do sistema é representada pelo lugar pg, portanto uma marca
nesse lugar indica que ha informacao a ser tratada pelo sistema. Os lugares
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p1 e ps, respectivamente, representam a entrada da unidade A com alguma
informacao para ser tratada e esta entrada vazia. A leitura da entrada
da unidade A (lugar pg) corresponde ao disparo da transicao tp, que s6
estd habilitada quando houver informacao disponivel e esta unidade estiver
habilitada para efetuar a leitura (M(pg) > 1 e M(p3) = 1). Os lugares
pa e ps representam a saida da unidade A habilitada (vazia) e com algum
dado (bloqueada), respectivamente. A transi¢ao #;, que representa o inicio
das operacOes a serem realizadas pela unidade A, sé pode ser disparada se
houver dado na entrada da unidade ( p;) e se a saida desta unidade estiver
habilitada (ps). Uma marca no lugar py representa que a unidade A estd
em operacao. Este lugar pode estar sintetizando um rede complexa que
pode representar, em detalhes, as operacoes e condicoes desta unidade. A
transicao t9 representa a escrita de um resultado na saida da unidade A.

Marcas nos lugar pr e pg representam que a entrada da unidade B pos-
sui dado e estd habilitada, respectivamente. A transicdo t; representa a
operacao inicial para a transferéncia da informacao tratada pela unidade A
para a unidade B. O lugar pg resume a seqiiéncia de operacoes relativa a
transferéncia de informacoes entre a unidade A e a unidade B(uma rede que
representa os detalhes desta atividade). A transicao t3 representa a operacao
final desse processo de transferéncia.

De forma semelhante, as operagoes e condicoes modeladas para a unidade
A, a transicdo t5 representa o inicio das operacoes realizadas pela unidade
B. O inicio dessas operacoes esta condicionado a disponibilidade de dados
na entrada da unidade B (marca no lugar p7) e que a saida desta unidade
esteja vazia (lugar pjp marcado). O lugar pg sintetiza as operagoes realizadas
pela unidade B, a transicao tg representa a operacao de escrita na saida da
unidade B. Um dado na saida da unidade funcional B é representado por uma
marca no lugar py;. A transicdo 7 modela a operacio de escrita na saida
do sistema (pi2), assim como a liberagao da entrada entrada da unidade B
(marca no lugar pqg).

2.3.6 Protocolo de Comunicacao

Protocolo de comunicdao é uma outra drea onde as redes de Petri tém si-
do utilizadas para representar caracteristicas essenciais, bem como analise
de propriedades [14, 30]. Nesta secao apresentamos a modelagem de um
protocolo de comunicacao bastante simples, no entanto protocolos mais so-
fisticados podem ser modelados naturalmente usando-se as redes de Petri.
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A modelagem de entidades comunicantes, pode ser representada através
de uma tunica transigao (figura 2.16.a), ou mesmo explicitando-se a infor-
magao por um lugar (figura 2.16.b), através de lugares compartilhados, que
representam a informacao e o reconhecimento dessa informagao (acknowled-
gement) (figura 2.17), ou ainda através de um buffer (figura 2.17).

mens

tran recebe
mens

Figura 2.16: Comunicacdo entre Processos com Reconhecimento e por Buffer

A seguir, descrevemos um sistema comunicante composto por trés pro-
cessos, um transmissor e dois receptores. Os receptores recebem mensagens
enviadas pelo transmissor. A recepcio da mensagem é efetuada de forma
nao-deterministica por um dos sistemas receptores, que entao envia o reco-
nhecimento da recepcao da informacdo o que possibilita a transmissdo de
um nova informacao.

mensagem transmite

mensagem
recebe g

mensagem armazena

no
Buffer

transmite
mensagem

recebe
mensagem

reconhecimento

(a)

Figura 2.17: Comunicacao entre Processos
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Na figura 2.18 apresentamos uma rede que representa o protocolo acima
descrito. A marca no lugar pg habilita a transmissao da mensagem (disparo
de tg). O disparo de tg retira a marca do lugar pg e deposita uma marca nos
lugares p; e pg. A marca no lugar pg representa o envio da informagao. Esta
informacao pode ser recebida por um dos processos receptores, de forma
mutuamente exclusiva e nao-deterministica, ou seja, o lugar pg marcado
possibilita tanto o disparo de t; (recepcao efetuada pelo Receptor;) quanto
o disparo de t4 (Recepcao efetuada pelo Receptory), pois Mty >, M[ts >
e M(pe) < I(pes,ta) + I(pe,ts), ou seja, a marcagao em pg nao é suficiente
para habilitar 9 e 4.

Figura 2.18: Protocolo de Comunicagao

O disparo de ¢ retira a marca dos lugares p; e pg e armazena uma marca
no lugar p3. O reconhecimento da recepcao da mensagem é realizado através
do disparo da transicao t3. Disparando-se esta transicao retira-se a marca do
lugar p3 e deposita-se uma marca nos lugares p; e p;. A marca no lugar pr
representa a informacao de reconhecimento da mesagem enviada. A marca
no lugar ps restaura a situacao inicial do processo Receptor;. A recepcao da
mensagem pelo processo Receptory é realizada de forma similar. A marca
no lugar p7 possibilita o disparo de ¢, dado que hia uma marca no lugar
p1. Disparando-se t; restaura-se a situacao inicial do Transmissor (lugar pg
marcado), o que possibilita a transmissao de novas informagoes.
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2.3.7 Produtor/Consumidor

Nesta secao apresentamos o problema Produtor/Consumidor [5], onde sao
observados também aspectos relativos ao compartilhamento de dados. O
processo produtor cria objetos que sdo armazenados em um buffer. O con-
sumidor aguarda até que haja objetos disponiveis nesse buffer para que os
possa consumir.

A rede que modela este problema é esquematizada na figura 2.19, onde
podemos observar o sistema produtor, o buffer e o consumidor. O nimero
de marcas nos lugares pg e ps representa o nimero de processos produtores e
consumidores, respectivamente, ou seja, se tivermos, nesses lugares, apenas
uma marca em cada, teremos apenas um produtor e um consumidor.

buffer

Produtor Consumidor

Figura 2.19: Produtor/Consumidor

A transicao tg representa a producao dos itens e a transicao t; o armaze-
namento dos itens no buffer. A transicao t, representa a remocao, pelo con-
sumidor, do i tem do buffer e finalmente a transicao t3 representa o consumo
do item. Note-se que o disparo de ¢; e t3 armazena uma marca nos lugares
Po € pa, respectivamente. Isso significa que o produtor ou o consumidor estd
pronto para uma nova execucao de suas tarefas. Uma forma alternativa para
representar o problema com miltiplos produtores/consumidores seria repetir
as sub-redes que os representam, no entanto o modelo teria larga dimensao.
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Produtor

Consumidor

Figura 2.20: Produtor/Consumidor com Buffer Limitado

2.3.7.1 Sistema com Buffer Limitado

Apresentamos agora uma variante do problema Produtor/Consumidor, on-
de temos o buffer com tamanho limitado e ainda especificando um estado
terminal, ou seja possibilitando aos processos (produtores e consumidores) o
encerramento de suas atividades. Na figura 2.20 apresentamos uma rede que
modela este problema. Observe-se que este modelo contém a estrutura do
exemplo anterior, no entanto um outro lugar é adicionado ao modelo (tam).
O nimero de marcas inicialmente depositadas neste lugar representa o ta-
manho do buffer. Quando disparamos a transicao t;, o nimero de marcas
do lugar tam é decrementado, pois o nimero de posicoes livres no buffer de-
cresce. No entanto, quando disparamos a transi¢ao t3 (remogao), o nimero
de marcas no lugar tam é incrementado. Uma marca no lugar pg possibi-
lita a produgao de um novo item, no entanto também possibilita o término
da producao, através do disparo da transicao t4. As transicoes tg e t4 sdo
rotulados com as condi¢es de ndo-término (nt) e término (t) da produgao,
respectivamente. O término das operacdes de consumo s6 pode ser realizado
(disparo de t5) quando houver uma marca no lugar py, o processo produtor
tiver encerrado suas operacoes (lugar ps marcado) e o buffer estiver vazio
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(lugar tam com n marcas).

2.3.8 Jantar dos Filésofos

Apresentamos nesta secao a modelagem por redes de Petri do problema do
jantar dos filésofos [26] proposto por Dijkstra. Este problema descreve uma
situacao que consiste de filésofos que podem estar comendo, pensando ou
com fome. Os filésofos estao sentados em volta de uma mesa. Cada filésofo
tem um garfo e um prato de comida a sua frente, no entanto, para que cada
filésofo possa comer, é necessario que haja dois garfos, ou seja, o seu e o do
seu vizinho. O problema em discussao é que, se todos os filésofos pegarem
em um mesmo instante o garfo da direita e aguardarem a liberacao do garfo
a sua esquerda, o sistema entrard em deadlock (impasse).

Na figura 2.21 apresentamos um modelo que representa a solucao deste
problema. Nesta solucao representamos os recursos (garfos) por marcas nos
lugares garfoy, garfos e garfos. Os estados de cada filésofo sao representados
pelos lugares, pp;, pcf; e pe;, que identificam os estados pensando, com fome e
comendo, respectivamente. O evento comecar-a-pensar é representado pela
transicao tcp;, assim como tem-fome e comeca-a-comer sdo representados
respectivamente por ttf; e tec;.

Na figura 2.21 vemos que o filésofos esta pensando (lugar pps marcado),
que o filésofoy estd com fome (lugar pcf; marcado) e que o filésofo, estd
comendo (lugar pe; marcado). Quando o filésofo; encerra a refeigao, este
libera os garfos, depositando-os nos lugares garfo; e garfos e vai para o
estado pensando (marca no lugar ppy). O filésofo; que estd com fome pode
agora comegar a comer (disparar a transicao fccp), pois esta encontra-se
habilitada. Ao disparar-se esta transicao, sdo retiradas as marcas dos lugares
garfoy e garfos, passando este filésofo para o estado comendo. O filésofo; e
fildsofos que estao pensando, podem entao ter fome (disparo de ttey e ttfs).
Ocorrendo isto, é retirada a marca dos lugares pp; e pps e armazenadas
marcas nos lugares pcf; e pcs. Observe que, neste estado, tanto o filésofo,
como o filésofos podem comecar a comer, no entanto se um o fizer o outro
fica impossibilitado de o fazer. Note-se, contudo, que todos os filésofos tém
a possibilidade de fazer a refeicdo. Podemos também verificar a inexisténcia

de deadlock na rede.
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Figura 2.21: O Jantar dos Filésofos

2.3.9 Fluxo de Controle de Algoritmo

Apresentamos nesta segao os modelos basicos (redes) que possibilitam a mo-
delagem por redes de Petri de programas escritos em linguagens seqiienciais

[35] [17] [37] [29] [40].

Podemos representar um programa segundo dois aspectos distintos: o
controle e a computacdo. Na computacao referimo-nos as operacdes de a-
tribuicdo, légicas e aritméticas, leitura e escrita em dispositivos periféricos
e memoria. Por outro lado, o controle consiste da ordenagao das tarefas,
nao importando o que cada computacio realiza. Sendo as redes de Pe-
tri mais adequadas para representar os aspectos de controle, adotamos as
redes de Petri para a modelagem dos aspectos de controle de programas
seqiienciais. Assim como em um fluxograma, um modelo em redes de Petri
é uma abstracdo do programa e reflete apenas a estrutura, nao especificando
as computacoes realizadas.

As linguagens de programacao imperativas, de uma forma geral, pos-
suem alguns construtores bdsicos. Nessas linguagens temos as computacoes
simples, tais como atribuicdo, operacoes aritméticas, logicas e também as
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decisoes e lagos. Nesta se¢ao, apresentamos modelos que representam essas
estruturas, bem como o uso dessas estruturas associadas, para a especificaciao
de programas.

2.3.9.1 Computagao Sequencial Simples

Representamos a computagdes por uma transicdo, nao importando o que
esta computagao realize.

OO~

0 0 .

Figura 2.22: Computacao Simples

Observando a figura 2.22, verificamos uma transicdo t, que tem como
pré-condiciao o lugar pg e como péds-condicao o lugar p;. Na figura 2.23
temos duas instrucées de um programa. A execucdo dessas instrucoes serd
de forma seqiiencial, ou seja, a instrucao a := e + 1 é executada antes da
instrucao b =: ¢ — 3, onde apds a execucdo da primeria instrucao a segunda
serd executada. O controle dessas instrucgoes é especificado de forma similar.
O seqiiencimento das duas intrucoes é representado pela rede da figura 2.23.
Para obtermos o modelo que representa o seqiienciamento dessas instrucoes,
realizamos a fusdo dos lugares que sao pés-condicao da primeira instrucao e
o lugar que é pré-condicao na rede que representa a segunda instrucao, ou
seja, dos lugares p;y1 e p;.

2.3.9.2 If-then-else

O outro modelo basico na modelagem de fluxo de controle é a decisao (if-
then-else). Para modelar esta instrugao, utilizamos a rede elementar que
modela a escolha ndo-deterministica.

As transicoes sao rotuladas com as condicGes de teste. Na figura 2.24 a-
presentamos uma rede que modela adequadamente este construtor. Observe-
se que uma marca no lugar po habilitaria ambas as transicoes, no entanto
estas transicoes estao associadas as condigoes geradas na execucao do pro-

56



a=e+l;
b:=c-3;

i Fhl Py .
OO O—O
[ a:=e+1] [b:=c-3]
) !
i Py

pl+1 )
Lugares fundidos
P.
]

Figura 2.23: Fusao dos Lugares

If a then B else C

Figura 2.24: If a then Belse C
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grama. As transicoes sdo associadas as condi¢oes —a e a, ou seja, quando
uma destas condicbes é verdadeira a outra é falsa. Assim sendo, apenas uma
dessa transicoes estara habilitada em um dado instante. Ao disparar-se uma
transicdo, impossibilita-se o disparo da outra, pois retira-se a marca do lugar
po e deposita-se uma marca no lugar p; ou py dependendo de qual transicao
tenha sido disparada.

2.3.9.3 While-do

Na figura 2.25 apresentamos a rede que modela o lago while-do. Fsta modelo
é construido a partir da rede anterior (figura 2.24). O corpo do laco é uma
rede que tem topologia adequada ao programa. Uma marca no lugar pg pos-
sibilita o disparo das transicoes t; e t3. Enquanto a condicao a for verdadeira
a transicao 12 serd executada. O disparo de ¢y possibilita a execucao da rede
que representa o corpo do laco.

While a do B

Figura 2.25: While a do B
Apds a execugao da rede (corpo do lago) dispara-se a transicao t3, que
restaura a marca no lugar pg. Quando a condicao —a tornar-se verdadeira,

a transicao ¢y estard habilitada (desde que M(po) > I(po,t1)). O disparo da
transicao t; representa o fim da execucao do laco.

2.3.9.4 For-do

O outro tipo de lagco que modelamos através de redes de Petri foi o for-
do. Para modelarmos este lago, fizemos uso de lugares duais de tal forma a
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possibilitar o controle do nimero de iteragoes a ser efetuado. Na figura 2.26
temos um modelo que representa este laco.

Rede

Figura 2.26: For a ndo B

Observe-se que este laco tem estrutura semelhante ao do modelo anterior.
No entanto, o controle, na rede elementar que representa a escolha, nao é
efetuado através de condicoes externas associadas as transicoes e sim através
do par de lugares (p; e p;), que possibilitam o disparo de uma das transigoes
(t1 e t3), exclusivamente. Inicialmente o lugar p; é marcado com o nimero de
iteracoes do laco. Quando uma marca chegar ao lugar pg a transicao ¢; torna-
se habilitada. Disparando-se 3, retira-se uma marca do lugar pg e do lugar
ps e depositam-se uma marca no lugar p; e uma outra que hablita a execucao
da rede que modela o corpo do lago. Quando a execugao do corpo do lago
termina, a transicao t3 é disparada, restaurando a marca no lugar pg. Mais
uma vez a transicao ty encontra-se habilitada. Desta forma, enquanto houver
marcas no lugar py, a transicao ¢, serd habilitada (desde que haja uma marca
no lugar pg). No entanto, apés n iteragdes nao havera nenhuma marca no
lugar p¢, o que impossibilita o disparo de ¢;. Para esta marcacao a transicao
t1 encontra-se habilitada, pois M(po) > I(po,t1) e M(p;) > I(ps,t1). Com
o disparo da transicao ¢;, restaura-se o nimero de marcas do lugar p;, ou
seja, n marcas, retiram-se n marcas do lugar p; e encerra-se a execucao do
laco.
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2.3.10 Computagao-Fraca

A nocao de computabilidade fraca em redes de Petri significa que o valor
computado por uma rede que calcula uma determinada funcdao, nao excede
f(z1,...,2,), ou seja, apds a execucao da rede, o valor fornecido por essa,
nao serd superior a f(z1,...,2,). Essa idéia é importante devido & natureza
nao-deterministica do disparo de transicoes.

A nogao de computabilidade-fraca por redes é apresentada em [59], onde:

Definigao 2.3.3 Computagdo Fraca por Redes de Petri: Seja uma
rede R = (P,T,1,0,K), que possui r lugares de entrada (IN;), um lugar
de saida (Out), um lugar de inicio (On), um lugar de finalizagao (Off) e
um conjunto finito de lugares p;. R realiza uma computacdo fraca para um
funcdo f : N — N se, e somente se, para cada vetor de entrada X € N”
(X = (z1,..., Ti, ..., X)) € uma marcagdo inicial Mg € N temos:

o My(On)=1 e M(IN;)=z; para 1<i<r,
L4 MO(OUt) = MO(Off) = MO(pZ) = 07 vpz interno,

R, My), onde M # My, tem-se M(On) = 0 e 0 <

o VM € A( 0
) <1 e M(Out) < f(z1, ..., z,),

MOff

o VM € A(R, My) tal que M(Off) =1 implica a marcagao M ser morta,
ou seja, nenhuma transicdo estd habilitada nessa marcacdo,

o Vk, onde 0 < k < f(z1,...,2,), existe uma marcagio M € A(R, My)
tal que M(Out) =k e M(Off) = 1.

As redes das figura 2.27 e figura 2.28 provam que as redes de Petri podem
realizar a computacao fraca de funcoes. Essas rede computam a adicdo e
multiplicacao das varidveis z1 e z9, respectivamente.

2.4 Subclasses das Redes de Petri

Nas secoes anteriores, apresentamos diversos exemplos de problemas classicos
e seus modelos em redes de Petri. Mostramos, dessa forma, o poder de
modelagem das redes de Petri observando diversos aspectos dos sistemas
concorrentes. No entanto, as redes de Petri nao possibilitam o teste a zero
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O“é Off

Figura 2.27: Computacao-Fraca da Adicao

Out

On O Off b

Figura 2.28: Computacao-Fraca da Multiplicacao
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(testar se um lugar nao tem marca) de lugares com capacidade ilimitada
(k = 00). No capitulo 4 apresentamos algumas extensoes as redes de Petri,
que possibilitam este teste e fornecem meios para a especificagao de outras
propriedades dos sistemas computacionais, tais como tempo e prioridade. As
extensoes que apresentamos sao as redes de Petri com arco inibidor, redes
de Petri temporizadas deterministicas, redes coloridas e redes hierdrquicas.
Infelizmente, essas extensées reduzem o poder de decisdo sobre as redes de
Petri. Alguns trabalhos investigam o uso de subclasses de redes de Petri
que possibilitem aumentar estes poder de decisao, sem contudo reduzir em
demasia o seu poder de modelagem.

Nesta secao apresentamos as principais subclasses ([1] [4]) das redes de
Petri. Nestas subclasses sao efetuadas algumas restricoes estruturais as redes
de Petri, de forma a possibilitar o desenvolvimento de modelos onde o poder
de decisdo é maior, sem contudo reduzir em demasia o poder de modelagem
das redes de Petri.

2.4.1 Redes de Petri Maquina de Estado

A subclasse das redes de Petri denominada mdquinas de estado, caracteriza-
se por restricGes ao numero de arcos que podem ser entrada e saida de uma
transicdo. Cada transiciao da rede s6 pode ter um arco como entrada e um
arco como saida.

Definigao 2.4.1 - Rede de Petri Maquina de Estado: seja uma rede
Ry = (P,T,1,0,K). Ry € classificada como mdquina de estado se e somente
se |I(t;)]=1e|O(t;)| =1, Vt; €T.

Na figura 2.29 temos uma sub-rede que possui as caracteristicas estru-
turais de uma rede mdquina de estado. Observe-se que todas as transicoes
do modelo tém apenas um arco de entrada e um arco de saida. Neste mo-
delo, representamos o conflito e a atribuicao, no entanto esta subclasse nao
possibilita a modelagem de sistemas paralelos e a sincronizacao.

2.4.2 Redes de Petri Grafo Marcado

A subclasse das redes de Petri denominada grafo marcado ou grafo de eventos
restringe o nimero de arcos de entrada e saida dos lugares da rede. Cada
lugar da rede s6 pode ter um arco como entrada e um arco como saida.
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Figura 2.29: Subclasse Mdquina de Estado

Definigdo 2.4.2 - Rede de Petri Grafo Marcado: seja uma rede Ry =
(P,T,1,0,K). Ry € classificada como grafo marcado se, e somente se,
[I(pi)| =1 e|O(p)| =1, Vpi€P.

Na figura 2.30 apresentamos uma sub-rede que tem as propriedades es-
truturais de uma rede grafo de eventos. Nessa rede, os lugares possuem
apenas uma transicio de entrada e uma transicao de saida. Obviamente,
dado que nao podemos ter lugares com dois arcos de saida, esta classe de
redes nao possibilita a expressao da escolha. No entanto, esta classe permite
a modelagem de processos paralelos e a sincronizacao entre processos.

A rede de Petri grafo marcado é a representagao dual da classe mdquinas
de estado, pois enquanto na classe mdquina de estado cada transicao tem um
arco como entrada e um arco como saida, no grafo marcado temos o inverso,
ou seja, cada lugar tem um arco de entrada e um arco de saida.

2.4.3 Redes de Petri Escolha Livre

A subclasse das redes de Petri denominada escolha livre. possibilita a mo-
delagem do conflito (modelado pela mdquina de estado), do paralelismo e a
sincronizacao (modelados pelo grafo marcado), porém de uma forma mais
restrita que o modelo geral das redes de Petri. Na literatura temos duas
definicoes distintas de redes escolha livre. A primeira delas aparece no tra-
balho de Hack [52] e a segunda delas foi apresentada por Commoner, a qual
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Figura 2.30: Subclasse Grafo de Fventos

nos referimos por rede de Petri escolha livre estendida [53].

Definigao 2.4.3 - Escolha Livre: seja uma rede Ry = (P, T;1,0,K).
Fsta rede € classificada como uma rede escolha livre se, e somente se, I(t;) =
{pi} ou O(pi) = {t;}, Vt; €T e pi€l(t;).

Esta classe de rede possibilita o controle de eventos em conflitos, pois
quando um lugar é entrada de diversas transicoes, este lugar é a tnica entrada
destas transicoes. Desta forma, todas as transicoes estarao habilitadas ou
nenhuma estara, possibilitando a escolha da realizacao do evento livremente.

Definigao 2.4.4 - Escolha Livre Estendida: seja uma rede Ry = (P, T}
I,0,K). Esta rede € classificada como uma rede escolha livre se, e somente
se, para todo par de lugares (p;, pr) € P2, O(p;) NO(pr) # 0 entdo O(p;) =
O(px)-

Na figura 2.31 temos alguns modelos simples que sao classificados con-
forme as definicoes apresentadas nesta secao.

Essas formas restritas de conflito definidas apresentam condicGes ne-
cessarias e suficientes para que uma rede marcada dessa classe seja live e
sequra(safe). Conforme as definicoes, se uma destas transigoes esta habilita-
da todas as outras também estdo, ou seja, podem ser livremente disparadas.

Neste capitulo vimos os modelos basicos que possibilitam a descricao
do seqiienciamento, escolha nao-deterministica, paralelismo e sincronismo,
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- Escolha Livre - Escolha Livre — .
Estendida Estendida - Nao Escolha Livre - Nao Escolha

Livre Estendida

Figura 2.31: Subclasse FEscolha Livre

assim como a modelagem por redes de Petri de diversos problemas classicos
da ciéncia da computac¢do, demonstrando assim o poder de modelagem das
redes de Petri.
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Capitulo 3

Analise das Redes de Petri

Nos capitulos anteriores mostramos o poder de modelagem das redes de Pe-
tri. No entanto, podemos ainda formular a seguinte questao: “O que faremos
com esses modelos ¢ 7. Redes de Petri, ndo se restringem apenas a uma
ferramenta que possibilita a modelagem de problemas que tenham ativida-
des concorrentes. Foi desenvolvida, em paralelo, uma série de métodos que
permitem a andlise de um grande nimero de propriedades em sistemas [4]
[19] [2]. As propriedades das redes de Petri podem ser divididas em dois
grandes grupos: propriedades dependentes da marcacdo e as nao dependen-
tes da marcacdo, denominadas propriedades comportamentais e estruturais,
respectivamente. Neste capitulo apresentamos essas propriedades, bem co-
mo uma série de métodos de andlise para permitir a verificacdao das redes de
Petri.

Inicialmente, apresentamos as propriedades comportamentais, em segui-
da as propriedades estruturais e finalizamos o capitulo apresentando alguns
métodos de andlise.

3.1 Propriedades Comportamentais

Na literatura sobre redes de Petri algumas propriedades tém sido considera-
das em profundidade. Aqui apresentamos um estudo sobre as propriedades
comportamentais e as propriedades estruturais. Em seguida, serao descritas
algumas técnicas de andlise utilizadas, para verificacao dessas propriedades
nos modelos propostos.
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3.1.1 Alcancabilidade (Reachability)

Alcancabilidade ou Reachability é fundamental para o estudo de propriedades
dindmicas de qualquer sistema. A alcancabilidade indica a possibilidade de
atingirmos uma determinada marcacao pelo disparo de um nimero finito de
transicoes, a partir de uma marcacao inicial. Nesta secao apresentamos este
conceito no contexto das redes de Petri [4, 19, 13].

Para a rede de Petri marcada N = (R, My), representada na figura 3.1,
o disparo de uma transicao t; altera a marcagao da rede, conforme as regras
descritas no capitulo 1. Uma marcacao M’ é dita acessivel de My se existe
uma seqiiéncia de transigoes que, disparadas, levam a marcagdo M’ (ver
secao 1.6). Ou seja, se a marcagao My habilita a transigao #g, disparando-se
esta transicao atinge-se a marcagao M;. A marcacao M, habilita ¢; a qual
sendo disparada atinge-se a marcacao Ms e assim por diante até a obtencao
da marcacao M’. Definindo-se formalmente, temos:

Definicao 3.1.1 - Alcangabilidade: seja M;[t; > My e Mi[t, > M; entdo
M;[t;ty > M. Por recorréncia designamos o disparo de uma seqiiéncias € T
por M[s > M'. O conjunto de todas as possiveis marcagoes obtidas a partir
da marcagdo My na rede N = (R, M) € denotado por A(R; M) = {M' €
IN"| 3 s | Mo[s > M'}.(ver secdo 1.9), onde m € a cardinalidade do
conjunto de lugares.

O problema da anélise desta propriedade consiste em determinarmos se
uma dada marcagao M’ € A(R, My) da rede marcada N. Na figura 3.1 dese-
jamos, por exemplo, saber se a marcagdo M’ = (0,0,0, 1) (lugar ps marcado)
é acessivel a partir da marcacado inicial apresentada (M = (1,0,0,0)) (ape-
nas pp com uma marca). Observe-se que atingimos esta marcacao tanto
executando a seqiiéncia s’ = fgt1f3 como também executando a seqiiéncia
s" = tyt3, ou seja, esta marcacao pode ser obtida a partir da marcagao
inicial.

Em alguns casos, desejamos observar apenas alguns lugares especificos
da rede em estudo. Estes problema é denominado submarcacdo alcangdvel
(submarking reachability). Aqui analisamos se uma dada submarcacao M’ €
A(R, Mp) da rede marcada N, onde M’ é qualquer marcagao restrita a um
subconjunto de lugares de P.

Muitos outros problemas de andilise podem ser observados em termos do
problema de alcancabilidade. Por exemplo, se uma rede fica em deadlock
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Figura 3.1: Rede N

em uma determinada marcacdao, podemos querer saber se essa marcagao é
acessivel.

3.1.2 Limitagao (Boundedness)

Nesta segao apresentamos o conceito de limitacao (boundedness) nas redes
de Petri e sua importancia na verificacdo de uma especificacdo de sistemas

[19].

Definigcao 3.1.2 - Limitagao: seja um lugar p; € P, de uma rede de Pe-
tri marcada Nv = (R, My). FEste lugar sao ditos k-limitados (k-bounded)
(k € IN) ou simplesmente limitados se para toda marcagio acessivel M €

A(R, Mp), Mi(p;) <k.

Caso a propriedade da definicio acima ndo seja observada, o lugar é dito
nao-limitado. Note que o limite k£ é o nimero de marcas que um lugar pode
acumular. O lugar py da figura 3.2 é 2-limitado enquanto o lugar p3 é 4-
limitado. Uma rede de Petri marcada N = (R, M) ¢é dita k-limitada se o
nimero de marcas de cada lugar de N nao excede k em qualquer marcacao

acessivel de N (M(p) < k, VM € GA(R, My), VYp € P).
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Figura 3.2: Rede Limitada (Bounded)

Definigao 3.1.3 - Rede Limitada: dizemos que uma rede Ny = (R; M)
€ limitada (bounded) se k(p;) < oo para todo p; € P.

Dado que todos os lugares da rede da figura 3.2 sdo limitados, entdo essa
rede é classificada como limitada. Ainda podemos concluir que essa rede é
4 — limitada, pois nenhum lugar acumula mais que 4 marcas em qualquer
marcacao acessivel de N.

3.1.3 Segurancga (Safeness)

Nesta secao apresentamos a propriedade de seguranca (safeness) das rede de
Petri. O conceito de safenessé uma particularizacao do conceito de limitagao
[4]. Esta propriedade é uma das mais importantes quando na especificacao
de sistemas digitais.

Como vimos na se¢dao anterior um lugar p; é dito k-limitado se o nimero
de marcas que este lugar pode acumular estiver limitado ao nimero k. Um
lugar que é I-limitado pode ser simplesmente ser chamado de seguro (safe).

Definigdo 3.1.4 - Lugar Seguro: seja um lugar p; € P de uma rede
marcada N1 = (R, My), onde R = (P,T,1,0,K), p; € sequro se para toda
marcagdo M' € A(R, My) tivermos M (p;) < 1.

Portanto, um lugar pode ser usado para representar uma porta ou mesmo
um flip-flop. Dizemos que a rede Ny = (R, My) é segura (bindria) se todos
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os lugares dessa rede sdo seguros, ou seja, todos os lugares desta rede podem
conter uma ou nenhuma marca.

Definigao 3.1.5 - Rede Segura: uma rede Ny = (R, My) € definida como
sequra se M (p;) < 1, para todo p; € P.

Figura 3.3: Rede Segura (Safe)

Na figura 3.3 temos uma rede segura, pois todos os lugares desta rede
nao acumulam mais do que uma marca.

Em uma rede que tem um lugar ou mesmo uma transicao rotulada a
uma condicao externa especificando a entrada do sistema, conforme a re-
de da figura 3.6.a, podemos ter lugares que acumulam marcas. A entrada
deste modelo é representada pela transicdo ty associada a condicdao X. Esta
transicao pode disparar a qualquer momento, & medida em que houver in-
formagao (X for verdadeira) para ser tratada. Desta forma, observamos que
os lugares pg, p1, p2 € p4 podem acumular mais do que uma marca, ou seja,
esta rede nao é segura. Dede que a rede s6 possua arcos de peso unitdrio,
podemos transformé-la em uma rede segura(safe), pela introdugao de luga-
res complementares (duais). Esta transformacao é realizada observando os
seguintes aspectos:

e Se p; € O(t;) e pi & I(t;), entao cria-se o lugar p}, onde pj € I(t;) e
M(py) = 1.
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Se pi, € I(t;), entao o lugar pj, € O(t;).

Este novo lugar criado (p},) representa o lugar p; vazio, ou seja, estes
lugares sao complementares. Quando hd uma marca no lugar p; o lugar
p). nao possui marcas e vice-versa. Dessa maneira conseguimos controlar o
nimero de marcas em cada lugar, pois os lugares duais agem como “travas”,
impossibilitando o incremento de marcas nos lugares originais.

’O I : Trans.
——
t.
pz i Pk

(a.)

Figura 3.4: Transformacgao de Rede Nao-Segura( Unsafe) em Segura(Safe)

Dado que o lugar t; da sub-rede da figura 3.4.al, potencialmente, pode
ser disparada um numero infinito de vezes, podemos concluir que o lugar py
é nao-seguro, pois o disparo de t; incrementa o nimero de marcas de pi e
como pi nao é entrada de nenhuma transicao, a remocao de suas marcas é
impossivel. Essa rede pode ser convertida em uma rede segura, pela intro-
ducao do lugar p}, sendo este lugar entrada da transicao ¢;, onde M(p)) =1,
conforme apresentamos na figura 3.4.a.2.

De forma semelhante, a rede da figura 3.4.b.1 também é uma rede nao-
segura, pois o disparo de um nimero potencialmente infinito de t; possibilita
o acimulo de um numero infinito de marcas em p;. Para tornar essa rede
segura, criamos o lugar p}, onde esse lugar é entrada da transigao ¢; e saida
da transigao t;, dado que esta transicao é saida de p;. Como no caso anterior,
o lugar pj. deve ser mono-marcado. Observe-se que os lugares pj e pj. sao
complementares, ou seja, quando hd uma marca em p; nao hd marca em pk’
e vice-versa.
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Figura 3.5: Rede Nao-Segura

Na figura 3.6 apresentamos a uma rede segura obtida a partir da rede
nao-segura da figura 3.5 pela introducao dos lugares duais pg, p}, p) e pa,
marcados com uma marca cada. Observe-se que com disparo de g, a marca
do lugar pj, é retirada, o que desabilita esta transicdo e deposita uma mar-
ca no lugar pg. A transicao ty s6 podera ser disparada apdés o disparo da
transicdo ty, pois com o disparo desta, uma marca é restaurada no lugar
po. Observe-se, portanto, o comportamento semelhante entre os lugares p; e
seus respectivos lugares duais p} do modelo.

Figura 3.6: Rede Segura
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3.1.4 Liveness

A auséncia de deadlock (impasse) em sistemas estd fortemente ligada ao
conceito de liveness [1] [33]. Nesta se¢ao, definiremos o conceito de liveness
em funcao das possibilidades de disparo de transicoes.

Deadlock tem sido fortemente estudado na ciéncia da computacao. Para
analisarmos este conceito, observemos a rede de Petri da figura 3.7.a, onde
representamos dois processos que compartilham dois recursos representados
pelos lugares pg e p7; no entanto se os dois processos precisam desses recursos
em um mesmo momento, o sistema pode entrar em deadlock. As seguintes
seqiiéncias sao possiveis, totitotstats, tatatstotits, contudo se dispararmos
a transicdo tg e em seguida dispararmos t3 nao temos marcas sufucientes
para disparar as transicoes t; e/ou t4, ou mesmo qualquer outra transicao,
ficando todo o sistema bloqueado ou em deadlock. Deadlock em uma rede
Petri é a impossibilidade do disparo de qualquer transicoes da rede. A rede
da figura 3.7.b nao possui deadlock, dado que nao existe uma marcacao que
impossibilite o disparo de uma outra transicao do modelo.

Figura 3.7: Redes Live e Non-Live

Definigao 3.1.6 - Transicao Potencialmente Disparavel: chamamos
uma transicdo t; potencialmente dispardvel em uma marcacdo My se existe
uma marcagao M' € A(R, My) tal que t; € habilitada para esta marcagao.

Denominamos uma transicao ¢; live em uma marcacao M se t; é poten-
cialmente dispardvel para todas as marcacoes M € A(R, M), ou seja, uma
transicao é live se esta nao é passivel de deadlock.
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Definigao 3.1.7 - Rede Live: uma rede Ny = (R; My) € dita live se para
toda M; € A(R; M) € possivel disparar-se qualquer transi¢ao de Ny através
do disparo de alguma seqiiéncia de transigoes de L(R, My).

Figura 3.8: Niveis de Liveness

Liveness é uma propriedade fundamental para sistemas encontrados no
mundo real, no entanto muitas vezes é muito caro observar esta propriedade
em alguns sistemas de grande porte. Assim sendo, ha uma tendéncia de
relaxarmos esta condicao e adotarmos niveis de liveness para as transicoes

e, conseqiientemente, para as redes [53]. Uma transi¢ao ¢; de uma rede
N; = (R; My) é denominada:

1. Morta (dead) ou nivel (ng), se esta transigao nunca poderd ser dispara-
da em qualquer seqiiéncia de L(R, Mg), ou seja, se nao existe alguma
marcagao M’ € A(R, Myp) tal que M’ habilita ¢;;

2. Ny — live, se pode ser disparada pelo menos uma vez em alguma
seqiiéncia de L(R, My);

3. Ny — live, se t; pode ser disparada pelo menos k vezes em alguma
seqiiéncia de disparo de L(R, My);

4. N3—live, se t; aparece um nimero infinito de vezes em alguma seqiiéncia

de disparo de L(R, My);

5. Ny—live ou simplesmente live, se t; é ny —[tve para todas as marcagoes

de A(R, Mo) .
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Uma rede de Petri Ny = (R; My) é classificada como n;-live se todas as
transicoes na rede sao n;-live. Observe-se que uma rede n4-live, corresponde
3 definicao de rede live apresentada anteriormente. Ressaltamos ainda que
se uma rede é n4-live entao esta rede também é nz-live que implica ser nqy-live
e ny-live. Obviamente, este principio ndo se aplica para o nivel ng.

3.1.5 Cobertura (Coverability)

A propriedade de cobertura(coverability) de uma rede de Petri estd forte-
mente ligada ao conceito de alcancabilidade e de liveness apresentado nas
secoes anteriores.

Quando desejamos saber, por exemplo, se alguma marcacao M; pode ser
obtida a partir de uma marcacao especifica M’, temos o problema denomi-
nado cobertura de uma marcagao.

Uma marcacao M’ em uma rede é dita coberta se existe uma marcacao
M'" > M' para cada componente dos vetores M e M’, ou seja, o nimero
de marcas de cada lugar da rede é M"(p;) > M (p;).

Defini¢ao 3.1.8 - Cobertura de uma Marcagao: seja a marcacio M’
em uma rede Ny = (R;My). M' € dita coberta(coverable) se existe uma
marcacao M" € A(R, Myp) tal que M"(p;) > M (p;),¥p; € P.

Este conceito é ligado ao conceito de transicdo potencialmente disparavel
(N1 — live). Seja M’ a marcacao minima necessaria para o disparo da tran-
si¢ao t;, assim sendo, a transi¢do t; s6 serd disparavel(Ny — live) se M’ for
passivel de cobertura (coverable).

Em alguns problemas desejamos apenas observar o comportamento de
determinados lugares. Para isto restringimos a pesquisa apenas a estes luga-
res de particular interesse; neste caso, desejamos observar se uma determi-
nada sub-marcacao é passivel de cobertura. Este problema é chamado por
cobertura de uma submarcagao(submarking coverability).

3.1.6 Persisténcia

Uma rede é dita persistente se, para qualquer par de transicoes habilitadas,
o disparo de uma transicao nao desabilita o disparo da outra transicao, ou
seja, esta transigao continua habilitada até o seu disparo [19].
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Definigao 3.1.9 - Persisténcia: seja uma rede marcada N1 = (R; My).
Ny € dita persistente se para qualquer duas transigoes (t;,t;) € T?, existe
M' € A(R,My) tal que M'[t; > e M'[t; > de tal forma que M'[t; >
M" | M"[t; > e vice-versa.

A nocao de persisténcia é muito importante quando tratamos de sistemas
paralelos e em circuitos digitais que tenham atividades assincronas. A per-
sisténcia estd fortemente ligada a subclasse das redes de Petri denominadas
escolha livre(free choice nets), que apresentamos no capitulo anterior.

(b)

Figura 3.9: Persisténcia

Vale ressaltar que toda rede da classe grafo marcado é uma rede persis-
tente (figura 3.9.a), pois esta subclasse nao possui conflito. Contudo, nem
toda rede persistente é uma rede grafo marcado, como podemos observar na
figura 3.9.b. Nessa rede o lugar p; possui duas transicoes de entrada, o que
viola a condicdo para que uma rede seja classificado como grafo marcado.
Observe-se, contudo, que este modelo nao é seguro(safe), pois os lugares po
e ps (figura 3.9.b) podem acumular marcas.

3.1.7 Reversibilidade

Em sistemas computacionais muitas das aplicacbes tém a propriedade do
retorno ao estado inicial ou mesmo a algum grupo de estados [19].
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Inicialmente, definimos uma rede como reversivel se para cada marcagao
M; no conjunto das marcagoes acessiveis a marcacao inicial pode ser nova-
mente alcancada. No entanto, em muitas aplicagées nao desejamos observar
se a marcacdo inicial foi obtida, mas sim se alguma outra marcagao especifica
foi alcancada. Desta forma, enfraquecemos a condicao de reversibilidade, ob-
servando agora o retorno a uma marcacao especifica, ndo necessariamente a
marcacao inicial.

Definigao 3.1.10 - Home-State: seja uma marcagio My € A(R;My).
My, € denominada home-state se My € acessivel de M;, para toda M; €

Definicao 3.1.11 - Reversibilidade: uma rede de Petri marcada N1 =
(R, My) € reversivel se existir uma marcagio My acessivel de M;, YM; €

Na figura 3.10 apresentamos duas redes reversiveis (a e b) e uma irre-
versivel. Note-se, contudo, que os modelos da figura 3.10.a e da figura 3.10.b
mesmo sendo reversiveis nao possuem liveness, ou seja, é possivel retornar
ao home state; no entanto algumas transices nao podem ser disparadas.
Na figura 3.10.a a transicao ¢; nunca serd disparada, o mesmo ocorre com
a transicao t; da figura 3.10.b. As redes das figura 3.10.c e da figura 3.9.b
sao live, contudo irreversiveis, dado que os lugares p; e po, respectivamente,
acumulam marcas, de forma que impossibilitam o retorno ao home state. A
figura 3.9.a é live e reversivel.

3.1.8 Justiga (Fairness)

Embora existam diferentes pontos de vista sobre o significado justica (fair-
ness) no contexto dos sistemas concorrentes, aqui apresentamos os dois prin-
cipais conceitos.

Inicialmente, tratamos sobre justica limitada (bounded-fairness) ou B-
fair). Segundo este ponto de vista, duas transicoes ¢; e t; sao classificadas
como B-fair, se o numero de vezes que uma delas dispara, enquanto a outra
nao dispara, ¢é limitado.

Definigcao 3.1.12 - Rede com Justiga Limitada: seja uma rede marcada
N = (R;Mo). N € dita B-fair se para todo par de transicées (t;,t;) € T?,
onde i # j, sao B-fair.
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Figura 3.10: Reversibilidade

Na figura 3.11 temos uma rede B-fair, pois para cada disparo da transicao
to dispara-se uma vez a transicao t; e vice-versa. A mesma relagao vale entre
as transicoes ty e t3. Observamos também que se tomarmos os pares de
transigoes: (to,?2), (fo,t3), (t1,t2) e (t1,t3) disparamos tg ou #; duas vezes
para cada disparo de t5 ou t3, portanto verificamos que todas os pares de
transicoes desta redes sao B-fair.

Figura 3.11: Bounded Fairness

Um outro conceito é conhecido como justiga(fairness) incondicional ou
global). Sob este ponto de vista, uma seqiiéncia de transigoes s; é classificada
como fair incondicional se essa seqiiéncia ¢é finita ou se todas as transicoes
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da rede aparecem um nimero infinito de vezes nessa seqiiéncia.

Definicao 3.1.13 - Rede Fair Incondicional: seja uma rede marcada
N = (R; My) e s; uma seqiiéncia dispardvel de transigées. N € dita Fair
incondicional se para toda seqiiéncia s; a partir de M; € A(R; My) é Fair
incondicional

Ty

Figura 3.12: Fairness Incondicional

Na figura 3.12 temos uma rede fair incondicional, dado que as transicoes
que compoem esta rede (g e #1) aparecem um nimero ilimitado de vezes na
unica seqiiéncia de dispardvel de transi¢oes (to,t1, to, t1, to, t1, ...)-

Tendo apresentado as propriedades comportamentais, na secao seguinte
apresentaremos algumas propriedades estruturais das redes de Petri, ou seja
propriedades que refletem apenas caracteristicas da estrutura dos modelos,
nao sendo influenciadas pela marcacao.

3.2 Propriedades Estruturais

Muitas vezes estamos interessados em observar propriedades que estao ape-
nas relacionadas com a estrutura dos modelos. As propriedades estruturais
sao aquelas que refletem caracteristicas independentes da marcacao.

Desde que as redes sejam puras, a estrutura da rede pode ser representada
pela matriz de incidéncia. Nesta secao, consideramos todas as redes como
puras (vimos na se¢ao 1.5 que podemos transformar uma rede com self-
loops numa rede pura). Serao vistos os conceitos de limitagao estrutural,
conservagao, repetitividade e consisténcia.
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3.2.1 Limitacao Estrutural

Uma rede de Petri R = (P,T,1,0, K) é classificada como estruturalmente
limitada(structural bounded) se é limitada para qualquer marcagao inicial.

Teorema 3.2.1 Uma rede de Petri R = (P,T,1,0,K) € estruturalmen-
te limitada se, e somente se, existe um vetor de inteiros positivos W com
dimensdao #P tal que W.C' < 0.

Seja uma marcagao M € A(R, M), de modo que, multiplicando-se o
vetor W pela equacao fundamental das redes de Petri, temos:

WM =W.My+ W.C3
Sendo W.C' < 0 e s> 0, temos:
W.M < W.My

Entao a marcacao de cada lugar da rede é limitada a
M(p) < (W.Mo)/W (p)

onde W(p) é p-ésimo componente do vetor W.

3.2.2 Conservagao

A conservacdo é uma importante propriedade das redes de Petri permitindo,
por exemplo, a verificacdo da nao-destruicao de recursos através da simples
conservagao de marcas [20] [21].

Na figura 3.13 apresentamos uma rede na qual observamos esta proprie-
dade. O disparo de qualquer transicio desta rede nao altera o nimero de
marcas, ou seja, recursos nao sao criados nem destruidos.

Defini¢do 3.2.1 - Rede Estritamente Conservativa: Seja uma rede

marcada N = (R; Mp). N € dita estritamente conservativa se temos X M;(pr,)
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Figura 3.13: Estritamente Conservativa

Para que esta propriedade seja observada, é necessario que #I(t;) =
#O(t;), pois redes com esta estrutura nao possibilitam alteracao do nimero
de marcas da rede.

Na rede da figura 3.14 apresentamos duas linhas de montagem que com-
partilham duas mdquinas, representadas pelas marcas no lugar ps. A linha
de montagem A ao iniciar suas operacoes, requisita as duas maquinas (ob-
servar o peso do arco entre py e t1). Caso essas duas maquinas nao estejam
disponiveis, a linha de montagem aguardard até que esta condicao seja sa-
tisfeita. Ao encerrar suas tarefas, as mdquinas sdo liberadas. A linha B, no
entanto, solicita apenas uma mdquina, pois o peso do arco entre py e ty é
1. De forma semelhante a linha A, quando a linha de montagem B encerra
suas operacoes, esta libera a maquina requisitada.

Esta rede nao pode ser classificada como uma rede estritamente conser-
vativa, pois o nimero de marcas da rede é alterado quando disparamos as
transicoes. Por exemplo, ao dispararmos a transicdo ¢; as marcas dos lugares
Po € py sdo consumidas e é produzida apenas uma marca no lugar ps. Con-
tudo, é possivel transformar essa rede numa rede estritamente conservativa,
através da alteracdo dos valores dos arcos da rede, de forma que a restrigao
acima (#I1(t;) = #0(t;)) seja verdadeira. Na figura 3.14.b apresentamos a
rede da figura 3.14.a transformada para atender a esta restri¢ao. Isto signifi-
ca que o nimero de arcos de saida de t; e tq, respectivamente é alterado para
3 e 2, assim como os arcos de entrada de t3 e t4 para 3 e 2, respectivamente.

A conservagdo nas redes de Petri ndo se restringe, contudo, a manutencao
de um somatério de marcas da rede ser constante. Como vimos anteriormen-
te, dependendo da estrutura da rede, podemos converter uma rede que nao
seja estritamente conservativa numa rede estritamenta conservativa. Redes
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Linha A Linha B Linha A Linha B

Figura 3.14: Conservacao

com estas caracteristicas, ou seja, que podem ser transformadas em redes
estritamente conservativas, sao denominadas conservativas. Uma marca em
um lugar pode representar diversos recursos que pode ser usado posterior-
mente para criar diversas marcas através do disparo de transicoes. O que
temos de fato é um somatério ponderado constante. Associamos a cada lu-
gar da rede um peso (valor inteiro). Este peso é multiplicado pelo nimero
de marcas de cada lugar e entdo somado; este somatério deve permanecer
constante. S3o associados pesos zero a lugares que nao sdo importantes.
Dado que todas as redes sdao conservativas, se os pesos associados a todos
lugares da rede forem zero, esta evidéncia nao nos fornece informacao rele-
vante. Desta forma, uma rede é dita conservativa se esta é conservativa para
algum vetor de peso de inteiros positivos.

Definigao 3.2.2 - Rede Conservativa: uma rede marcada N = (R; M)
€ dita conservativa com relagao a um vetor de pesos W = (wq, wa, ..., w,),
se Yw; My(p;) = Sw;.My(p;), onde n = #P e w; é um inteiro positivo,
Vp, € P e VM € A(R; My).

O teorema C.0.2, no apéndice C, mostra que uma rede é conservativa se,
e somente se, existe um vetor caracteristico W de inteiros positivos tal que

C-W=0.

Como vimos, a rede da figura 3.14.a nao é uma rede estritamente con-
servativa, contudo esta rede é conservativa para um vetor de pesos W =
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(1,3,1,2,1), pois a soma ponderada permanece constante para qualquer dis-
paro de transicdo ( Yw; My(p;) = 4, VM € A(R;M;)). Observe-se que
uma rede estritamente conservativa é uma particularizacido das redes con-
servativas, onde o peso associado a cada lugar é 1.

Figura 3.15: Rede ndao Conservativa

A rede da figura 3.15 é uma rede nao-conservativa, pois nao ha um vetor
de pesos com valores inteiros positivos que satisfaca a propriedade de conser-
vacao. Através do vetor W = (1,1,1,1,0) obtemos um somatério constante
de marcas, para isso, no entanto, associamos ao lugar ps um peso 0, o que
vai de encontro a definicao de rede conservativa. Dizemos contudo que esta
rede tem componentes conservativos (dado que este vetor é uma solucao) ou
ainda que esta rede é parcialmente conservativa.

Definigcao 3.2.3 - Rede Parcialmente Conservativa: uma rede marca-
da N = (R; My) € dita parcialmente conservativa com relagao a um vetor de
pesos W = (wy, wa, ..., wy,), para um W # 0, onde n = #P e w; € um inteiro
nao-negativo, se Yw;. My(p;) = Yw;.Mo(p;),Vp; € P e VM € A(R; My).

O teorema C.0.3, no apéndice C, mostra que uma rede é parcialmente
conservativa se, e somente se, existe um vetor caracteristico W de inteiros
nao-negativos tal que C'-W =0e W #£ 0.

Na rede que apresentamos na figura 3.15, verificamos a presenca de com-
ponentes conservativos (parcialmente conservativa). Note-se que nos lugares
Po, P1 € p3, p4 0 nimero de marcas pemanece constante.

O conservacionismo de uma rede indica a necessidade de recursos. Por
exemplo, se utilizarmos uma rede de Petri para moldar o comportamento de
um programa, se a rede for conservativa, sabemos que o programa necessita
de espaco constante para a sua execucao.
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3.2.3 Repetitividade

Uma rede marcada é classificada como repetitiva se para uma marcagao e uma
seqiiéncia de transicoes disparaveis, para esta marcacao, todas as transicoes
da rede sdo disparadas ilimitadamente.

Definigao 3.2.4 - Rede Repetitiva: seja N = (R; My) uma rede marcada
e s uma seqiiéncia de transicoes. N € dita repetitiva se existe uma seqiiéncia
s tal que My[s > M; e toda t; € T dispara um nimero infinito de vezes em
s.

O teorema C.0.4, no apéndice C, mostra que uma rede é repetitiva se, e
somente se, existe um vetor caracteristico 5 de inteiros positivos C.3 > 0 e

5#0.

Suponha que existe um vetor 5 onde cada componente deste vetor é um
inteiro positivo, tal que M; — My = (.5 > 0 isto significa que a seqiiéncia s
pode ser repetida indefinidamente.

Figura 3.16: Repetitividade

A figura 3.16.a apresenta uma rede repetitiva. Observe-se que quando
disparamos a transicao ty geramos duas marcas, uma no lugar p; e uma no
lugar py, o que possibilita o disparo das demais transicoes. Se dispararmos a
transicdo to e a transicao t; o lugar pg aumentard sua marcagao com relacao
a sua marcacao inicial.
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Definigao 3.2.5 - Rede Parcialmente Repetitiva: seja N = (R; M)
uma rede marcada e s uma seqiiéncia de transicoes. N € dita parcialmente
repetitiva se existe uma seqiéncia s tal que My[s > M; e algumas transigées
t; disparam um nidmero infinito de vezes em s.

O teoremaC.0.5, no apéndice C, mostra que uma rede é parcialmente
repetitiva se, e somente se, existe um vetor S nao-nulo, cujos componentes
840 nimeros naturais e C'.5 > 0.

Na figura 3.16.b apresentamos uma rede parcialmente repetitiva. Nes-
sa rede, as transicoes fg,f; e t3 podem ser disparadas indefinidamente, no
entanto a transicao to s6 pode ser disparada uma vez.

3.2.4 Consisténcia

Uma rede de Petri tem a propriedade de consisténcia se disparando uma
seqiiéncia de transicoes a partir de uma marcacao inicial My retorna-se a
My, porém todas as transicoes da rede sdao disparadas pelo menos uma vez.

Definigao 3.2.6 - Counsisténcia: seja N = (R; My) uma rede marcada e
s uma seqiiéncia de transicoes. N € dita consistente se My[s > My e toda
transicdo t; dispara ao menos uma vezes em s.

O teoremaC.0.6, no apéndice C, mostra que uma rede é consistente se, e
somente se, existe um vetor s nao-nulo de inteiros positivos tal que C.s = 0.

Suponhamos que existe um vetor caracteristico s de inteiros positivos,
tal que ao disparar-se uma seqiiéncia de transicOes retorna-se a marcacao
inicial My = Mgy 4+ C.5 = 0, isso significa que a seqiiéncia pode ser repetida.

Definigao 3.2.7 - Consisténcia Parcial: seja N = (R;My) uma rede
marcada € s uma seqiiéncia de transicoes. N € dita parcialmente consistente
se My[s > My e alguma t; € T dispara ao menos uma vez em s.

O teorema C.0.7, no apéndice C, mostra que uma rede é parcialmente
consistente se, e somente se, existe um vetor 3 nao-nulo de naturais tal que

Cs5=0.
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3.3 Analise das Redes de Petri

Na secao, anterior apresentamos as propriedade estruturais relacionadas as
redes de Petri. Dedicamos esta secao ao estudo dos métodos de analise [19]
[4] [9] das redes de Petri. Esses métodos serao utilizados para a verificacao
das propriedades apresentadas anteriormente. Os métodos de anilise das
redes de Petri podem ser classificados em trés grupos: andlise baseada na
arvore de cobertura, os métodos baseados na equacdo fundamental das redes
de Petri e as técnicas de reducdo.

3.3.1 Arvore de Cobertura

O método de andlise denominado Arvore de cobertura baseia-se na cons-
trucao de uma arvore que possibilite a representacao de todas as possiveis
marcacoes de uma rede.

Para uma dada rede de Petri, com uma marcagao inicial, é possivel ob-
termos diversas marcacoes para um grande nimero de transicoes potencial-
mente habilitadas [15]. Essas marcacoes podem ser representadas por uma
arvore, onde 0s nds sdo as marcacoes e os arcos as transicoes disparadas.
Algumas propriedades, tais como limitacao (boundedness), seguranca (safe-
ness), transi¢ao morta (dead) e alcancabilidade de marcacoes [32], podem
ser analisadas através da 4rvore de cobertura.

A arvore de cobertura é um grafico utilizado para representar finitamente
um nimero infinito de marcacoes. Para possibilitar a representacao finita das
marcacoes, através da arvore, utilizamos o simbolo especial w, apresentado
na secao 1.1.

Definigao 3.3.1 - Arvore de Cobertura: seja uma rede de Petri marcada
N = (P,T,1,0,K,My). Define-se drvore de cobertura pelo par AC = (S, A),
onde S representa as marcagoes e A os arcos rotulados port; € T.

A arvore de cobertura pode ser construida seguindo-se o algoritmo abai-
X0:

1. Rotule a marcacao inicial My como a raiz e descrimine-a como nova.

2. Enquanto houver marcacoes novas, faca:
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e Selecione uma nova marcacao M.

— Se M éidéntica a uma marcacao no caminho desde a raiz até
M, entdo rotule-a como antiga e selecione uma nova marcacao.

e Se nenhuma transicao estd habilitada para M, rotule-a esta mar-
cacao como final.

e Enquanto houver transicio habilitada para M, faca o seguinte
para cada transicao habilitada:

— Obtenha a nova marcagao M’ que resulta do disparo de uma
transicao t habilitada para M.

— Se no caminho da raiz para a marcacao M existe uma mar-
cacao M" tal que para todo lugar p € P M'(p) > M"(p) e
M # M" (M" é acessivel de M’) entdao substitui-se M’(p)
por w para cada p tal que M'(p) > M"(p).

— Introduza M’ como um né e crie um arco rotulado com ¢ de
M para M’ e rotule a marcacao M’ como nova.

Para uma rede de Petri limitada, a arvore de cobertura é denominada
drvore de alcancabilidade, dado que esta contém todas as possiveis marcagoes
da rede. A figura 3.17.b mostra a arvore de cobertura para a rede Ri.

(1,0,0)

Y

(O,L,1)
l‘/\tz
"antiga" (1,0,0) (1,0,w)

P
t 0,1,w)
l/\tZ
"antiga" (1,0,w) (1,0,w) »

(b)

t

antiga"

Figura 3.17: Arvore de Cobertura

Uma outra possivel representacdo finita das marcacoes acessiveis pode
ser obtida através do grafo de cobertura [2].
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Figura 3.18: Grafo de Cobertura

Definicao 3.3.2 - Grafo de Cobertura: seja uma rede de Petri marcada
N = (P,T,1,0,K,M,), define-se grafo de cobertura pelo par GC = (S, A),
onde S representa o conjunto de todos nos na drvore de cobertura e A os arcos

rotulados por t; € T representando todas os possiveis disparos de transicao
tal que M;[ty > M;, onde M;, M; € S.

Se a rede é limitada o grafo de cobertura é denominado de grafo de
alcancabilidade. Na figura 3.18 apresentamos o grafo de cobertura da rede
da figura 3.17.a.

Podemos observar que essa rede nao é uma rede bounded, dado a presenca
do simbolo w na arvore de cobertura, no entanto podemos observar que os
lugares pg e p1 sao lugares seguros(safe), dado que esses nao acumulam mais
do que uma marca.

Na figura 3.19.b temos a arvore de cobertura da rede da figura 3.19.a.
Analisando-se a arvore constatamos que a rede é segura(safe) e nao hd tran-
si¢oes mortas(dead). Observe-se também que esta rede é reversivel ao estado
home.

Em redes limitadas(bounded) a drvore de cobertura pode ser denominada
de drvore de alcancabilidade, dado que esta contém todas as possiveis mar-
cagoes acessiveis da rede, o mesmo ocorrendo com o grafo de cobertura (ver
figura 3.20).

Embora, através desse método de analise, possamos analisar as proprie-
dades de limitagao(boundedness), seguranca(safeness), conservacao e pro-
blemas de cobertura de marcacoes(coverability), nao possibilita a resolucao
de liveness e alcangabilidade(reachability) e reversibilidade em redes nao-
limitadas. Este problema esta relacionado a introducao do simbolo w que
é uma informacao da qual ndao sabemos o seu real valor. Como podemos
observar através das redes da figura 3.21, essas redes tém a mesma arvore de
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(1,0,0,1,0,0)

(0,1,0,1,0,0) (0,0,1,0,0,0)
V t2 t3
(0,0,0,0,1,0) (0,0,0,1,0,1)
t, t,
(0,0,0,1,0,1) (1,0,0,1,0,0) "antiga™"

t
5
(1,0,0,1,0,0) "antiga"

(b)

Figura 3.19: Arvore de Cobertura - Verificacao de Propriedades

Figura 3.20: Grafo de Cobertura - Verificacao de Propriedades
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cobertura, no entanto o lugar p; da rede Ny acumula um nimero de marcas
que é um inteiro nao-negativo miltiplo de 2, enquanto o mesmo lugar da
rede Ny acumula qualquer valor inteiro ndo-negativo. A drvore de cobertura
nao permite detectarmos essa caracteristica, dado que o w “mascara” esta
informacao.

(0,0,1,0)
ty
(1,0,0,0)

Y

6, Owl0) ¢,

(0,0,0,1) (1,w,0,0)
"final" t
0
(0,w,1,0)
"antiga"

Figura 3.21: Problemas com a Alcangabilidade

Na figura 3.22 temos duas redes que tém mesma drvores de cobertura,
porém a rede da figura 3.22.a é live e a da figura 3.22.b ndo, pois, se a
seqiiéncia tytyt3 for disparada, o sistema fica em deadlock.

Figura 3.22: Problemas com Liveness

A darvore de cobertura nao possibilita verificarmos propriedades de [i-
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veness e de alcangabilidade em redes genéricas (com qualquer estrutura e
marcacao), contudo possibilita a verificagdo dessas propriedades em redes
mais restritas [4, 19].

3.3.2 Analise Sobre a FFRP

A equagao fundamental das redes de Petri(EFRP) ou equacao de estados
possibilita a verificacao de diversas propriedades de modelos [8]. Nesta secao,
utiliza-se esta equagao para analisar a acessibilidade das marcacoes, bem
como o numero de vezes que cada transicao tem que ser disparada para
atingir-se essa marcacao. Além do processo de andlise, apresentado nesta
secao, através da equacao fundamental das redes de Petri, siao derivados
outros métodos para a andlise de propriedades estruturais, tais como analise
dos invariantes de transicao e de lugar, que serdo apresentados nas secOes
seguintes.

A equagao fundamental das redes de Petri prové meios para verificar a
acessibilidade as marcacoes. Nesta secao, assumiremos que as redes estu-
dadas sdo redes puras ou mesmo transformadas em redes puras através da
insercao de lugares duais visando formar pares dummy, dado que a matriz
de incidéncia nao representa a estrutura de redes impuras.

Como visto na secao 1.8, a equacao fundamental possibilita a repre-
sentacdo de aspectos comportamentais da rede, pois descreve a insercao e
remocao de marcas nos lugares, conforme o disparo das transicoes.

A Equacdo Fundamental das Redes de Petri é
M'(p) = Mo(p) + C'F, Vpe P

onde s é o vetor caracteristico cujos componentes s; sao naturais e represen-
tam o nimero de vezes que cada transicao t; foi disparada para obter-se a
marcagao M'(p) a partir de My(p).

Essa técnica de andlise tem sido utilizada para a verificacao de problemas
de alcagabilidade, ou seja, podemos verificar se uma determinada marcacao
My, é acessivel a partir de Mj.

Na figura 3.23 apresentamos uma rede em que faremos a verificacao da a-
cessibilidade da marcacao M’ = (0,0,0,1,1,0, 1) a partir da marcacao inicial
apresentada.

A estrutura da rede através da matriz de incidéncia C é apresentada
como:
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0 1 -1 0 0 0 1 0 <
0 0 1 =10 0 0 0 o
0 1 0 0 -1 0 0 1 81
Lj=joj=]0 0 1 -1 0 0 |x|”
1 0 0 1 0 0 -1 0 o
0 0 o 0 0 1 0 -1 54
1 2 -1 1 -1 1 0 0 >
A solucdo para o sistema matricial da figura 3.23 é
s = (807 S0, 1 —|— 83,583,580 — 1, 83).
Se considerarmos s = 1 e s3 = 0, teremos 5 = (1,1,1,0,0,0) como

solucdo do problema. KEsta solucdo significa que com um disparo de tg,t;
e ty obteremos a marcagao M’, partindo-se da marcacao My, ou seja, esta
marcacao é alcancdvel a partir de My. Observe-se, contudo, que a marcacao
M’ pode ser alcancdvel em outras relacoes de disparo de transicoes.

Esta técnica de andlise tem sido muito utilizada no processo de validacao,
embora nao seja possivel obter a seqiiéncia de disparo das transicées. Ainda
é possivel a obtencao de resultados que nao representam o comportamento do
sistema. Por exemplo, a rede da figura 3.24. A solucao do sistema matricial
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0 1 -1 0

0 0 1 -1 So
— — X

0 0 -1 1 S1

1 0 0 1

é35=(1,1). Isto significa que com um disparo de ¢y e t; obtemos a marcagao
final (M’ = (0,0,0,1)). Contudo isto nao é verdade, dado que as transicoes
to e t1 nao estao habilitadas para a marcacao inicial apresentada.

3.3.3 Invariantes de Transicao

Nesta secao, apresentamos um método de andlise que verifica a existéncia e
fornece componentes repetitivos estaciondrios [20] nos modelos.

Se em uma rede é possivel, a partir de uma marcacao M’, dispararmos
cada transicao m; vezes e retornarmos a marcacao inicial M’, ou seja, a mar-
cagao obtida apéds o disparo da seqiiéncia de transi¢bes (o) é a marcagao de
partida (M’ = My + C.3), dizemos que esta rede tem componentes repeti-
tivos estacionarios, onde estes componentes correspondem a comportamen-
tos ciclicos da rede. Os componentes repetitivos estacionarios sdo obtidos
solucionando-se o sistema C'.5. Dizemos que o vetor caracteristico encontra-
do 3 > 0 é o invariante de transicao I; (T-invariante), ou seja, um invariante
de transicao é um vetor de dimensio igual ao nimero de transicbes na re-
de, onde cada componente deste vetor corresponde ao nimero de vezes que
cada transicao deve ser disparada. Cada invariante fornece um conjunto de
transicoes que, quando disparadas, nao alteram a marcacao da rede.
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Definigdo 3.3.3 - Invariante de Transig¢do: seja um vetor I; > 0 de
inteiros ndo negativos. I; € chamado invariante de transicdio de uma rede
de Petri se e somente se C'.1; = 0.

Se I11 e Itz sao invariantes de uma rede R, entao Iy1+ I1g e k.0 (k€ N)
também sao invariantes de R [5].

A seguir, apresentamos o cdlculo dos invariantes de transicio da rede
da figura 3.23. Ao solucionarmos o sistema de equagdes C.I] = 0 obtemos
como resultado sg = s; = s4 e s, = s3 = s5, onde ItT é o vetor I; transposto.
Desta forma, para sp = 1 e s; = 0 temos o invariante I; = (1,1,0,0,1,0).
Se fizermos so = 0 e s = 1 temos um outro invariante ;3 = (0,0,1,1,0,1).
A soma desses invariantes também nos fornece um outro invariante de tran-
sicao, ou seja, Iy = Iyy + Ito = (1,1,1,1,1,1). Observe-se que para um dada
marcacao que habilita essas transicoes, o disparo dessa transicoes conforme
o invariante garante o retorno a marcacao atual, ou seja, o disparo desta
transicoes nao altera a marcacao original da rede.

Através do calculo dos invariantes de transicao é possivel verificar a e-
xisténcia dos componentes repetitivos estacionarios, bem como verificar a
consisténcia parcial ou completa de uma rede. A rede analisada nesta secao
é uma rede completamente consistente, pois existe um invariante (de inteiros
nao-negativos) que prova que ao disparar-se todas as transicoes dessa rede
uma vez, segundo alguma seqiiéncia, retornamos a marcacgao inicial.

3.3.4 Invariantes de Lugar

Nesta secao, apresentamos um método de andlise baseado na equacao fun-
damental das redes de Petri que nos fornece os componentes conservativos
do sistema [21], sem a necessidade da observacao exaustiva da arvore de
cobertura.

A obtencdo dos invariantes de lugar de uma rede prové o que é denomi-
nado por componentes conservativos do modelo. Esses componentes estao
associados ao conjunto de lugares em que a soma ponderada de marcas, des-
ses lugares, permanece constante, quando do disparo de uma seqiiéncia de
transicoes. Como vimos na secdo 3.2.2, uma rede é conservativa se a soma
ponderada de marcas dessa rede nao é alterada para qualquer seqiiéncia de
disparo possivel.

Se em uma rede hd componentes conservativos, existe uma soma pondera-
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da das marcas dos lugares associados de tal forma que esta soma é constante.
A ponderacao é fornecida por um vetor de pesos I, = (wq, wy, ..., w,), onde
w; € o peso relativo a cada lugar da rede. Tratamos de soma ponderada e
nao simplesmente de uma soma das marcas dos lugares associados, porque o
disparo de uma transicao pode gerar mais ou menos marcas do que o niimero
previamente existente, sem contudo comprometer a conservagao.

wy.M(p1) + wa. M (p2) + ... + wp,. M(p,) = S

onde S é um valor constante. Desta forma podemos escrever:

Ywi.M(p;) =S, onde w; >0 e i=1,2,...n

Se em uma rede é possivel, a partir de uma marcagao My, alcancarmos uma
marcacao M’ de tal forma que a soma ponderada de marcas é constante,
temos que:

T _gqT !
I, Mo=1, M
Da equacao fundamental das redes de Petri temos:
M' = My + C3
a esquerda por Ig obtemos:
T t _ T T =
I, M"=1, Mo+ 1,.C53
sendo a rede conservativa temos
IT.My=1"My+1I7.C3
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Como sabemos que s # 0, portanto
T /v _
I; .C=0.
O vetor I"

», um vetor que tem como dimensao o nimero de lugares, de
invariante de lugar ou P-invariante.

Definigao 3.3.4 - Invariante de Lugar: seja um vetor IpT de inteiros
ndao-neqgativos. ]pT € chamado invariante de lugar de uma rede de Petri se e
somente se IpT.C’ =0.

A seguir, apresentamos o cdlculo dos invariantes de lugar da rede da
figura 3.23. Ao solucionarmos o sistema de equagoes IpT.C = 0 obtemos
como resultado I, = (wq, 2.wq, wy, wo + wg, wo, we, wo). Se fizermos wo = 1
e wy = 1 teremos [, = (1,2,1,2,1,1,1). Este resultado nos mostra que a
rede analisada é conservativa.

3.3.5 Invariantes por Justaposicao e por Concatenacgao

Nesta secao, apresentamos um método para a obtencao de invariantes de
uma rede formada de sub-redes. Os invariantes da rede global podem ser
obtidos diretamente dos invariantes desta sub-redes, sem a necessidade do
célculo de matrizes de grandes dimensdes [20, 21].

A técnica de composicio de matrizes é realizada através da fusdo de
transicoes ou lugares das sub-redes. A técnica utilizada para a obtencao
dos invariantes possibilita tanto a conservacao dos invariantes das sub-redes,
quanto a obtencdao de novos invariantes no modelo global.

Utilizaremos aqui a denominacdo elemento de uma rede associada aos
lugares ou transicoes da rede. A técnica de fusdo de elementos de sub-redes
possibilita uma forma sistemdtica para a construcao de redes de grandes
dimensoes.

Na figura 3.25 apresentamos a fusao de elementos de sub-redes de forma a
obtermos redes de maiores dimensoes. Sejam duas redes Ry = (P, 11, 11,01, K)
e Ry = (P, Ty, 12,049, K), cujas matrizes de incidéncia sao Cy = Oy — I e
Cy = Oz — Iy, respectivamente. Seja R a rede obtida pela a fusido dos tdltimos
k lugares de Ry e os primeiros k lugares de Ry. A matriz de incidéncia da
rede R é apresentada a seguir:
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rede

R1

1,1

1,m

Sendo I = (s}

R2
t t, rede
. R2
Fusao
de
Transigoes

Fundidos

Rede Global

t
rede
R1
Transigoe

Fundidos

Rede Global

Figura 3.25: Fusao de Elementos

1
ey 0 0
1
Py
—k
™ 0 0
n,m—k+1 1,1 h,1
ey’ 23 g’ m—k+1 1
pl 7p2
n,m 1,k h,k .
Cl C2 C2 pm pk
1,k+1 hok+1 1972
0 c c
2 2
lq h.q |
0 Cy Cy Pl
, oy 87,830 sB) e solucionando o sistema de equagdes ge-
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rado de C.IT = 0, obtemos os invariantes de transicio da rede, que podemos
analisar conforme mostrado a seguir:

14 1 ng o on _
c;’. s+ +cesy =0

paraz=1,....,m— k,
14 1 n,d n 14 1 hg h _
c;’ 81+ tevs) ey syt ey sy =0
parati=m—k+1,...,m,
1,6 1 hi _h
cy Syt oty sy =10
parai=k+1,....q.
Observamos, desta forma, que os invariantes da rede R; sdo solucoes de
17 1 n,t
¢, .81+ oty st =0
parat=1,...m—Fke

1,0 1 nd n 1,4 1 hyt _h
¢’ s+ tevs) ey syt ey sy =0

parai=m—k+1,...,mdesde que s}, ...sh sejam zero. De forma semelhante,
também observamos que os invariantes de Ry sdo solucoes de

12 1 n,t n 12 1 ht h
;' s1+ . tesyFey sy ey sy =0

para ¢ = k+ 1,...,q, desde que sly,...,sl, sejam zero. Isto significa que
os invariantes de transicio de R podem ser obtidos pela concatenacdo dos
invariantes de transicao de R; e de Rs.

Observando ainda o problema de fusdo de k lugares de sub-redes, consi-
deramos a resolucao do sistema de equagoes Ip.C' = 0, para a obtencao dos
invariantes de lugar da rede R, construida pela composicio das sub-redes

Ry e Ry. Sendo Ig = (w%,...,‘w;n_k,w%,...,w%), onde ‘wT_k‘H = w) para
1=1,...,k, temos como solucao deste sistema de equagoes:
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5,1 1 iLmom
cawy + .ot awt =0

parat=1,....,ne

0,1 1 g 4 _
cy Wy + ...+ cytwy =0

parat=m—k—+1,...,q.

. 7,1 i,m . ’
Verificamos que ¢ w% +..4¢ w =0parat=1,...,ntem o nimero
- , . i1

de equagoes igual ao nimero de lugares de Ry, assim como ¢y .w} + ... +

clwl =0parat =m—Fk+1 tem o ndmero de e Oes igual
g Wy = 0 p = yeees quacoes igual ao
nimero de lugares de Ry e que os k lugares de cada rede fundidos, influen-
ciam em todas as equacoes do sistema. Desta forma, sé serdo invariantes da
rede global, os invariantes das sub-redes, desde que os componentes corres-

pondentes aos elementos fundidos desses invariantes de cada sub-rede sejam

idénticos, ou seja, ('wln_k“ = 'wgn_k‘H parai=1,..., k). Assim, temos:
e se win_k“ =0e/ou w;”_k“ =0 para ¢ = 1,..., k todos os invariantes

de Ry e/ou de Rj serao invariantes de R;

e se Wly_pyi = wW2y_pti # 0 para ¢ = 1,..., k todos os invariantes de
Ry e/ou de Rj serdo invariantes de R;

o se Wly_pti #F W2p_ky; # 0 parai = 1,..., k, entdo é necessirio encon-
trarmos um invariante de Iy e de R5 tal que a solucdo para a incégnitas
fundidas sejam idénticas, para construirmos o invariante de R por jus-
taposicao destes invariantes. Se nao for encontrada tal solucdo, os
invariantes das sub-redes nao serdo invariantes da rede global.

Resultados semelhantes sao obtidos se analisarmos este problema através
da fusdo de transicoes das sub-redes, pois lugares e transicoes podem ser
vistos como elementos duais.

Algumas propriedades que sintetizam o processo de obtencao dos inva-
riantes de uma rede R, obtida pela composicido de sub-redes, sdo apresenta-
dos a seguir:

e Propriedade 1: Todos os invariantes de elemento dual (lugar ou tran-
sicao) de Ry e de Ry sao invariantes de elemento dual de R. Estes
invariantes sao obtidos por concatenacao. E possivel o aparecimento
de novos invariantes.
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e Propriedade 2: Todos os invariantes de elemento de Ry e de Rs, onde
os valores das incégnitas associadas aos elementos fundidos sdo zero,
serao invariantes de elemento de R. Estes invariantes sdo obtidos pela
justaposicao dos invariantes das sub-redes Ry e Rs.

e Propriedade 3: Se existe um invariante de Ry e um invariante de Ry
tal que os pesos associados aos elementos fundidos sejam iguais, entao
a justaposicdo desses invariantes é invariante de R. E possivel o desa-
parecimento de invariantes de Ry e Ry em R.

Figura 3.26: Sub-redes Ry e Ry

Na figura 3.26 temos as rede Ry, a rede Ry e suas respectivas matrizes
de incidéncias sdo apresentadas a seguir:

to 1

—1 1 Po
Ci=| 1 —-1|m

-1 1 P2

Os invariantes de transicao podem ser obtidos solucionando-se os siste-
. / / .
mas de equagoes C1.I} = 0 e (3.1} = 0, representados a seguir:

Il
o oo




-1 0 1 y 0
1 0 1 0 0
e N N
0 1 -1 v2 0
ou sejam,
—zo+z1 = 0
o — I =0
—zot+z1 = 0
~Yo+ty: = 0
Yo—y2 = 0
Yo—y1 = 0
t1—y2 = 0
entio zg = 1. Se zg = 1 isto implica 2; = 1, portanto I}’ = (1,1) é
uma possivel solucao de C’l.Itll = 0. De forma semelhante, yg = y1 = ys.

Fazendo-se yo = 1, tem-se que y; = y, = 1. Portanto IEI = (1,1,1) serd uma
possivel solucao de Cg.]fl =0.

A rede da figura 3.27 pode ser obtida pela composicao das sub-redes R
e R; representadas na figura 3.26, através fusdo dos lugares p; e ps.

Figura 3.27: Rede R

to t1 to t3 14

102



"

It:(O, 0, 1¥ )

Os invariantes de transi¢ao de R (elemento dual, pois o elemento fundido
foi lugar) pode ser obtido pela concatenacao dos invariantes de transicao
de Ry e Ry, conforme afirmado no inicio desta secdo, como por exemplo:
I =(1,1,0,0,0) e I, = (0,0,1,1,1).

Os invariantes de lugar de R (figura 3.27) podem ser obtidos pela justa-
posicao dos invariantes de Ry e Ry (figura 3.27). Os invariantes de lugar de
R1 e de Ry sdo obtidos solucionando-se os sistemas de equacoes C’l.I; =0
e C’g.]g = 0, respectivamente. Uma das possiveis solucoes é: I;/ =(1,2,1)
como invariante de Ry e Igl = (1,1,2,2) como invariante de R3. Os inva-
riantes de elemento lugar(o elemento fundido foi um lugar) da rede R podem
ser obtidos pela justaposicao dos invariantes das redes que a compdem, ou
seja, pelos invariantes de lugar de Ry e de Rs.

Po P1 P2 P3 Pa Ps

2 = (1, 1, 2, 2)
I];:J(I;’, Ig’):(L 2, 1, 1, 2, 2)

Observe-se que o peso associado ao elemento fundido (p3), nos invariantes
. , / / .
obtidos é 1 em IZ} e em Ig . Desta forma, conforme a propriedade P3 a
justaposicao desses invariantes fornece um invariante de R.

Um outro invariante de lugar de Rs é Ign = (2,1, 3,3). Para efetuarmos
a justaposicao dos invariantes IZ}' =(1,2,1)e Igl’ = (2,1,3,3) das redes Ry e
Rs, respectivamente, é necessdrio multiplicar estes invariantes por nimeros
inteiros nao-negativos, de forma que os valores associados aos elementos
fundidos sejam iguais dois a dois. Representamos os invariantes de lugar de
Ry por dois conjuntos de pesos w! e wk! Ipl(wl, wki), onde wk1! corresponde
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aos pesos associados aos elementos fundidos e w! aos demais elementos. De
forma semelhante, representamos os invariantes de Ry por Ig(ka, w2). Se
wl # w2 entdo é necessario encontrar a,b € N de forma que a.wl = b.w?2.
Para o exemplo deste paragrafo, podemos adotara = 2 e b = 1, pois 2.wkl =
1.wk2, ou seja I;“ = 2.];1 =(2,4,2) e 1.]5“ = (2,1,3,3). Observe que em
ambos os invariantes (I]}” e Igu) os valores associados ao elemento fundido
sao iguais; isto torna possivel a justaposicao destes invariantes.

Po P1 P2 P3 P4 Ps

(1,1 1)x2:@”:(2,¢ 2)

e (21,3 3)
I = J(@Z @’):(2,4,2,1,3,3)

Caso nao seja possivel encontrar valores para a e b que possibilitem esta
condicao, nao é plausivel a justaposicao desses invariantes.

Estes resultados podem ser comprovados. Para isto, podemos calcular
os invariantes da rede R solucionado-se C.Ip = 0, onde C é a estrutura da

rede R.

3.3.6 Regras de Redugao para Analise

Uma outra técnica muito utilizada na analise de propriedades nas redes de
Petri sdo as regras de reducao. A anilise de propriedades em redes de grandes
dimensoes nao é um problema trivial, portanto métodos que possibilitem a
transformacdo de modelos preservando as propriedades dos modelos originais
tém sido estudados [19, 41, 1]. Apresentaremos aqui algumas regras de
reducao que facilitam a andlise de grandes sistemas.

A técnica de validacdo por redugao baseia-se na transformacido de uma
rede de grandes dimensdes em uma outra rede mais abstrata, de forma que
propriedades como liveness, limitacao(boundedness) e seguranga(safeness)
sejam preservadas no modelo resultante apds a transformacao. Isto é, u-
ma reducdo é uma relagdo binaria (f : N — N’) que transforma uma rede
marcada N = (R, Mg) em uma outra rede marcada, como por exemplo
N' = (R, M), preservando as propriedades de liveness, boundedness e safe-
ness, se a rede original possui essas propriedades. A transformacao reversa,
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ou seja, a transformacgao de modelos abstratos em modelos refinados, de for-
ma hierdrquica, pode ser utilizada no processo de sintese. Estas regras sao
denominadas regras de sintese.

A seguir apresentamos algumas destas regras de reducgao, que possibili-
tam a transformacao de redes pela fusido de lugares e transicoes e eliminacao
de loops.

1. Fusdo de Lugares Série:

Seja uma rede N = (R, Mp), onde existe uma transigao ¢; com entrada
e safda tnicas (I(t;) = [p;] e O(t;) = [px]). Podemos transformar
N = (R, Mp) em N’ = (R, M) pela fusao de p; e p; e eliminagao de
t;. Paraisto, criamos um novo lugar Pj/ks dque representa a fusdo destes

lugares, onde I(p;/;) = I(p;) e O(p;/x) = O(px) (ver figura 3.28).

Figura 3.28: Redugoes - Fusao de Lugares Série

2. Fusdo de Transicoes Série:

Seja uma rede N = (R, Mp), onde existe um lugar p; com entrada
e safda unicas (I(p;) = [t;] e O(p;) = [tx]). Podemos transformar
N = (R, M) em N’ = (R', M{) pela fusao de t; e t; e eliminagao
de p;. Para isto, criamos uma nova transigao ¢;/;, que representa a
fusdo destas transigoes, onde I(t;/) = I(t;) e O(t;/) = O(tg) (ver
figura 3.29).

3. Fusdo de Lugares Paralelos:

Seja uma rede N = (R, My), onde existem dois lugares p; e pp, tal
que I(p;) = I(pr) = [t;] e O(pi) = O(pn) = [tx]. Podemos transformar
N = (R, My) em N’ = (R', M})) pela fusao dos lugares p; e pj,. Paraisto
criamos um novo lugar p; /i, que representa a fusao destes lugares, onde

I(pi/n) = 1(pi) = I(pr)) e O(pisn) = O(pi) = O(pn) (ver figura 3.30).
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Figura 3.30: Reducoes - Fusao de Lugares Paralelos

4. Fusao de Transicoes Paralelas:

Seja uma rede N = (R, Mp), onde existem duas transicoes ¢; e tj, tal
que I(t;) = I(ty) = [pj] e O(t;) = O(tn) = [px]. Podemos transformar
N = (R, My) em N’ = (R', M) pela fusdao das transicoes ¢; e t;. Para
isto criamos uma nova transicao ti/k, que representa a fusdo destas
transiges, onde I(t;/;) = I(t;) = I(ty) e O(t;yn) = O(t;) = O(tn) (ver
figura 3.31).

5. Eliminacao de Self-loop:

Seja uma rede N = (R, Mp) e e¢; uma transi¢ao ou um lugar de N.
Caso e; € P, entao M(e;) > #0(e;). Se I(e;) = O(e;) entao podemos
eliminar e; de N (ver figura 3.32).

As regras de reducao podem ser utilizadas para a simplificacdo dos mo-
delos de forma estruturada, onde propriedades como liveness e limitagao
(boundedness) sao mantidas nos modelos mais abstratos, o que facilita o uso
dos métodos de analise nesses modelo.
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Figura 3.31: Redugoes - Fusao de Transicoes Paralelas

. @{ -— %{
1
e, A&:{ - g’:g
1
Figura 3.32: Redugoes - Eliminacdo de Self-loop
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3.4 Complexidade e Decidibilidade

Nesta secao, apresentamos um sumdrio sobre alguns problemas de decidi-
bilidade e complexidade na verificacdo de propriedades e equivaléncia de
modelos em redes de Petri [59, 4, 61, 13].

Quando procuramos uma solu¢ao para um problema, é necessario consi-
derar a possibilidade que ndo haja elementos para dizer se o problema admite
ou nao solucao, ou seja, tal problema é indecidivel. Se a solugdo existe, é
necessirio considerar quanto tempo ou recursos sao necessirios, ou seja, a
complexidade do problema, para a obtencao dessa solugao.

Karp e Miller [63] apresentaram o Sistema de Adi¢ao de Vetores que
possibilitava a analise de propriedades em programas paralelos. Nesse tra-
balho foram apresentados modelos para programas paralelos, assim como um
procedimento para a verificacao de propriedades nesses modelos denomina-
do Arvore de Alcancabilidade. Esse procedimento permitia decidir sobre
limitacao(boundedness) e cobertura de marcagoes(coverability). No final da
década de sessenta, observou-se que o Sistema de Adicao de Vetores e as re-
des de Petri eram matematicamente equivalentes, o que incetivou fortemente
a pesquisa sobre decidibilidade em redes de Petri.

Um conceito fundamental no estudo da decidibilidade é a redutibilidade.
Solucionar um problema por reducao é reduzir o problema estudado em
um problema o qual ja se conhece a solucao, ou seja, se o Problema-1 é
redutivel ao Problema-2 e o Problema-2 é decidivel, o algoritmo utilizado
para solucionar o Problema-2 soluciona o Problema-1, isto é, o Problema-1
também é decidivel.

O outro aspecto a ser considerado esta relacionado a eficiéncia das técnicas
de verificacao de propriedades e de equivaléncia, ou seja, o custo(tempo e
espago) para solucionar-se esses problemas.

A maioria das propriedades de interesse para a verificagao em redes de
Petri sao decidiveis, contudo a sua verificacdo, normalmente, é de alta com-
plexidade. A verificacdo da decidibilidade dessas propriedades é feita por
reducao aos problemas de alcancabilidade e limitacao, os quais sao decidiveis.

Karp e Miller [63] mostraram que uma rede de Petri é limitada se o grafo
de marcagoes acessiveis (A(R, Mp)) é finito e que esse problema é decidivel.
Uma rede de Petri é dita ilimitada se, e somente se, existe uma seqiiéncia
de transigoes s tal que, M[s > M + M’, onde M’ é um vetor nao-nulo de
dimensao #P. A seqiiéncia s é denominada“gerador de marcas”, pois gera
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marcagoes superiores & marcacao original. O algoritmo desenvolvido no tra-
balho de Karp e Miller para a verificacdo de “geradores de marcas” mostrou-
se ineficiente. Rackoff [62] apresentou um algoritmo que requeria no maximo
2¢m-logn onde n é o tamanho e em ¢ uma constante. Rossier e Yen refinaram
o resultado de Rackoff utilizando trés paramentros, QC'k'logk.(l +logn), onde
k é o numero de lugares, n o nimero de transicoes e [ 0 niimero maximo
de transicoes de entrada e saida. Lipton [64] provou que era necessirio ao
menos 2¢V" para decidir sobre a limitacao.

O problema de alcancabilidade consiste em saber se dada uma rede de
Petri marcada N = (R, Mp) e uma marcagao M’ se M’ pode ser acessivel a
partir de My. Muitos problemas sdo redutiveis ao acima citado, sendo assim
esse foi um ponto fundamental no estudo da teoria das redes de Petri. Sacer-
dote e Tenney [65] afirmaram que a alcangabilidade era decidivel, contudo
ndo apresentaram uma prova completa que corroborasse essa afirmacio. Em
1981, Mayr [66] apresentou uma prova dessa conjectura e esta foi simplifi-
cada por Kosaraju [67], contudo a prova permanecia muito complexa. O
trabalho de Lambert [68] apresenta prova mais simples e auto-contida.

Diversos problemas sao redutiveis ao problema de alcancabilidade, tais
como: Alcancabilidade de home-state [69] e Alcancabilidade de submarcacao
[67], onde se deseja verificar se a marcagao de um subconjunto de lugares
atingiu uma determinada marcacao, a existéncia de marcacao zero, ou se-
ja, se nenhum lugar possui marcas, em uma dada marcacao acessivel, a
existéncia de marcagoes que ndo armazenam marcas em lugares especificos.
O resultado apresentado por [70] mostra que a decidibilidade do problema
de alcancabilidade é obtida em espaco exponencial.

Hack [71] mostrou que o problema de liveness é redutivel ao de al-
cancabilidade, o mesmo apresentando-se em [72] com relacao as redes sem
transi¢oes mortas(deadlock-freedom).

Em [73, 66, 74] apresentam-se os resultados que confirmam a decidibili-
dade do problema de persisténcia.

Contrapondo-se aos resultados positivos obtidos para a verificacao dessas
propriedades, os resultados sobre equivaléncia dos conjuntos de marcacoes
acessiveis e de linguagens entre redes tém sido negativos [61].

Duas redes tém equivaléncia de marcagoes se possuem um mesmo conjun-
to de lugares e um mesmo conjunto de marcagoes acessiveis [61]. O estudo
que comprova a indecidibilidade da equivaléncia de marcagoes [71] baseia-
se na computagao-fraca de funcoes utilizando-se redes ( Weak-Computation).
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Mostrar a indecidibilidade do problema de equivaléncia de conjuntos de mar-
cacOes acessiveis baseia-se na reducao desse problema ao décimo problema
de Hilbert(indecidivel). O décimo problema de Hilbert consiste em: dado
um polinémio f(z1, ..., z,), com r varidveis com coeficientes inteiros, existe
um vetor de inteiros (z1,...,2,) que seja raiz desse polinémio(equacao Dio-
fantina) 7 A prova desse problema pode ser encontrada em [71] e consiste em
mostrar que as redes de Petri podem efetuar a computacgao fraca de funcoes
e desta forma do polinémio diofantino, reduzir a indecidibilidade do décimo
problema de Hilbert ao problema de grafo de inclusdo e entao reduzir o pro-
blema de inclusdo ao problema de equivaléncia de marcacées. A solucao
desse problema estd demonstrada em [71, 4, 59]. Vale salientar, contudo,
que em classes especiais de redes esse problema é decidivel. Por exemplo,
no caso de redes limitadas, onde o conjunto de marcacoes acessiveis é finito,
temos que o problema de equivaléncia de marcacoes é decidivel.
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Capitulo 4

Extensoes as Redes de Petri

Neste capitulo apresentamos brevemente algumas extensoes as redes de Petri
[5, 6, 7, 75], que elevam o poder computacional dessas ao da méaquina de
Turing e possibilitam uma modelagem mais compacta e estruturada dos
sistemas em geral. Definimos as redes com arco inibidor, as redes coloridas,
as redes hierdrquicas e redes temporizadas deterministicas.

4.1 Rede de Petri com Arco Inibidor

Um dos problemas das redes de Petri até entao apresentadas é a impossi-
bilidade do teste a zero de uma variavel (lugar). Para tal, até o momento,
era necessario a criagao de um lugar dual e através dele efetuava-se o teste.
Esta extensao inclui um arco diferenciado dos demais, o arco inibidor [4] [1]
[2], que inibe o disparo de uma transicao, caso o lugar, que é pré-condicao a
transicao, esteja marcado.

Uma das principais limitacoes das redes de Petri é a impossibilidade da
realizacdo do teste de zero marcas em lugares de capacidade ilimitadas. Na
figura 4.1, temos uma rede limitada (bounded) formada por trés transicoes
e seis lugares. Nessa rede, o lugar p; é limitado a k£ marcas, pois um lugar
complementar (pz) impossibilita o armazenamento de um nimero maior de
marcas nesse lugar. O nimero de marcas dos lugares permanece constante
para qualquer marcacao acessivel da rede. Observe-se que a transicao ts sé
podera ser disparada quando o lugar p, tiver k marcas (M (p2) = k).

Embora as redes de Petri possibilitem o teste de zero marcas em redes
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Figura 4.1: Teste de Zero Marcas em Lugares Limitados

limitadas, para redes ilimitadas (unbounded) esse teste nao é possivel. A
extensdo mais simples que proporciona o teste de zero marcas em redes
ilimitadas é a rede com arco inibidor. Graficamente o arco inibidor é um
arco de um lugar para uma transigao (pré-condicado) terminando com um
pequeno circulo.

A regra de disparo das transicoes que tém como entrada arcos inibidores
¢é alterada. FEssas transicoes s estardo aptas a serem disparadas caso os
lugares de entrada, relacionados as transicoes pelos arcos inibidores, nao
contiverem marcas.

A figura 4.2 apresenta uma rede com arco inibidor, possibilitando o teste
de zero marcas no lugar pg, ou seja, a transicao ty s6 estard apta a ser
disparada quando nao houver marcas em py.

Observe-se que nao é necessario sabermos a capacidade do lugar “testa-
do” (neste caso, pg)), pois a semantica de disparo de transigbes que possuam
arco inibidor s6 possibilita o disparo se todos os lugares que estdao associados
a transicao por arcos inibidores ndo possuirem marcas.
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Figura 4.2: Teste de Zero Marcas

4.2 Rede de Petri Colorida

Embora as redes de Petri sejam uma técnica de descricao formal poderosa
que possibilita a modelagem de sistemas concorrentes de forma natural, a
sua aplicacdo para sistemas reais tem se mostrado inadequada, pois os mo-
delos obtidos sdo de grandes dimensbes e nao hierarquicos dificultando a sua
compreensao.

Um grande nimero de extensoes as redes de Petri, denominadas redes
de Petri de alto nivel, tém sido propostas [5, 76]; entre estas, as redes de
Petri coloridas [75, 2, 35, 37]. Nas redes ordindrias existe apenas um tipo de
marca, o que ndo permite a diferenciacdo de recursos em um lugar, sendo
necessarios lugares distintos para expressarmos recursos similares. As redes
ordindrias nao possibilitam ainda niveis de refinamento do modelo, ou seja,
nao ha hierarquizacao.

O principal objetivo das redes de Petri coloridas é a reducdao do tama-
nho do modelo, permitindo que marcas individualizadas (cores) representem
diferentes processos ou recursos em uma mesma sub-rede.

Inicialmente, as marcas das redes coloridas eram representadas por cores
ou mesmo por padroes que possibilitam a distingao das marcas [2]. Em
trabalhos mais recentes [75] temos as marcas representadas por estruturas
de dados complexas, nao relacionando cores as marcas, a nao ser pelo fato
de que as marcas sao distingiiiveis.

Na figura 4.3 apresentamos uma rede colorida segundo a abordagem a-
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presentada em [2]. Nessa classe de rede os arcos sao rotulados com uma ou
mais das possiveis cores ou ainda com varidveis. Na figura 4.3 os arcos sdo
rotulados com cores (a, b e ¢). Para que uma transicao desta rede esteja ha-
bilitada, é necessario que os lugares que sao entrada desta transicio tenham
marcas do tipo (cor) associado ao arco que interliga estes lugares a transicao.
A transicao tp nao se encontra habilitada, pois o lugar py nao possui uma
marca da cor a, contudo a transicao t; estd habilitada, pois o lugar p; possui
uma marca da cor a e o lugar py possui marcas da cores a,b, o que satisfaz
as condicoes rotuladas nos arcos que interligam estes lugares & transicao ¢;.
O disparo desta transicido retira as marcas das cores associadas aos arcos,
dos lugares de entrada e adiciona aos lugares de saida marcas de cor igual a
cor associada ao arco que interliga a transicao aos lugares de saida. Neste
caso, uma marca de cor ¢ é depositada no lugar py.

P Cores | Marcas
0
a o
p b ®
1
c (0}
d | ©
p
2
po
p
3
p
1
p
4
P2 1

Apds o disparo de t

Figura 4.3: Redes Coloridas - Estudos Iniciais

Nas redes que apresentamos, as marcas sao identificadas por cores, con-
tudo as marcas podem ser estruturas mais complexas. Nas redes coloridas a-
presentadas em [75], as marcas sao definidas como tipos de dados e é possivel
efetuar operagoes complexas sobre estes dados. Passamos a descrever esse
tratamento para as redes de Petri coloridas.
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Para apresentarmos as redes de Petri coloridas, utilizamos um exemplo
em que temos uma rede que modela a manufatura de dois tipos de produtos
distintos através de duas linhas de manufatura, onde recursos (maquinas)
sao compartilhados nos processos de fabricagdo. Inicialmente, apresentamos
uma rede ordindria (place-transition) como o modelo (ver figura 4.4) do
sistema e, posteriormente, tratamos a rede colorida correspondente. Faremos
uso desse exemplo para descrever informalmente as redes de Petri coloridas.
Em seguida, apresentamos uma definicao formal para essa classe de redes.

Processo 6

Q

sp,
Processo

P

Figura 4.4: Modelo da Linha de Manufatura Usando Redes Ordinérias

Neste exemplo, o sistema é representado por seis estados locais para
os processo denominados p(spo, Sp1, Sp2, Sps, Spa, Sps) e cinco estados locais
para os processos ¢(sqo, Sq1, Sq2, Sq3, Sq4); temos uma instancia do processo ¢
e duas do processo p, representados por uma e duas marcas nos lugares sgq
e spo, respectivamente. Os recursos compartilhados sdo representados pelas
marcas dos lugares r e s. Observe-se que se tivéssemos um terceiro processo
semelhante compartilhando os recurso re s, terfamos que descrever todos os
seus estados, acoes e relacdes entre o novo processo os atuais e os recursos
diponiveis. Portanto, torna-se claro que, para um nimero nao muito grande
de processos, haveria um variacao consideravel nas dimensoes dos modelos.

As redes de Petri coloridas sao compostas por trés diferentes partes:

e estrutura,
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e declaracoes e

e inscricoes.

A estrutura é um grafo dirigido com dois tipos de vértices (lugares e
transigoes). Os lugares sao representados graficamente por circulos ou por
elipses e as transicoes por retangulos. Cada lugar pode armazenar diversas
marcas e cada uma dessas marcas pode representar valores associados a
tipos de dados complexos. As declaracoes compreendem a especificacao dos
conjuntos de cores e declaragoes de variaveis. Cada lugar tem um conjunto
de cores associado, ou seja, um tipo associado. Dessa forma as marcas que
sao armazenadas nesse lugar devem ter a mesma cor. Nessa classe de redes,
cada lugar, transicdo e arcos tém inscricoes associadas. Os lugares tém treés
tipos de inscricbes: nomes, conjunto de cores e expressao de inicializacao
(marcagao inicial). As transigbes possuem dois tipos de inscricoes: nomes
e expressoes guardas, e os arcos apenas um tipo de inscricio dado pela
expressao. Para facilitar a distingao dessas inscricoes, os nomes sao escritos
usando-se letras planas, as cores em italico, as expressoes de inicializacao
sao sublinhadas e as expressoes guardas sdo colocadas entre colchetes. Os
nomes associados aos lugares e transicoes nao tém nenhum significado formal,
contudo facilitam a identificacdo. A expressao de inicializacdo de um lugar
é avaliada para bags do conjunto de cores. As expressoes guardas associadas
as transicoes sdo expressoes booleanas que devem ser atendidas para que seja
possivel o disparo das transicoes. As expressoes associadas aos arcos podem
conter variaveis, constantes, funcoes e operacdoes.

Na figura 4.5 apresentamos uma rede colorida que descreve o processo
descrito na figura 4.4. Na rede place/transition que modela o processo, os
subestados de cada processo sao explicitados. Esses estados foram represen-
tados através de lugares comuns na rede colorida correspondente, contudo
as marcas sao distinguiveis.

A rede é formada por sete lugares e seis transicoes. O conjunto de cores
que sao armazenados nos lugares sg, S1, S, S3, S4 € S5 830 da cor ProcxI, onde
Proc = plgel = INT. As cores associadas ao lugar recurso corres-
pondem aos tipos de recursos disponiveis, no caso rec = r|s. Nos lugares
nao-marcados, por conveniéncia, omitimos as expressoes de inicializacao. Os
lugares sg, sy e recurso possuem as seguintes funcoes de inicializagdo, res-
pectivamente: 2'(p,0), 1’(¢,0)e 2'r 4+ 1’s. Por exemplo, o lugar sg possue
duas marcas, onde a cor do processo é p e o zero corresponde ao nimero
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s¢ x=p @ Cor

(p.i+1) ’ I=Int
Proc=plq
Rec=rls
L=Proc*I

Var

x:Proc
i:I

entao
(q,i+1)

Figura 4.5: Modelo da Linha de Manufatura Usando Redes Coloridas
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de iteragoes realizadas. As marcas inicialmente disponiveis no lugar recurso
sao duas marcas da cor r e uma da cor s.

Inicialmente, as transicGes tg e t; estao habilitadas. A transicdo t; pode
ser disparada, pois hd uma marca no lugar s; e marcas no lugar recurso.
Sendo atribuida a cor ¢ & variavel z, a expressao do arco que interliga o lugar
recurso e a transicao t; é avaliada para ¢g. Dessa forma, o valor associado
ao arco é 2'r. O disparo dessa transicdo remove uma marca da cor (¢,0) do
lugar s e duas marcas da cor 2'r do lugar recurso.

A seguir, apresentamos um outro exemplo em que verificamos o uso e os
beneficios da modelagem com as redes de Petri coloridas em funcdo do seu
maior poder de concisao quando comparado com as redes lugar/transicao
(place/transition). Na figura 4.6 apresentamos uma rede que é o modelo do
problema do jantar do filésofos descrito no capitulo 2. Nessa rede temos
treés filésofos que podem esta comendo, pensando ou com-fome. Os filésofos
compartilham os garfos representados pelos lugares gar foy, gar foq e gar fos.

Filosofo
2

FiloSofo
1

Figura 4.6: Jantar dos Filésofos - Modelo com Redes Place/Transition

Na figura 4.7 apresentamos uma rede colorida que representa o modelo
acima, contudo nesse modelo é ressaltado o nimero de iteragoes de cada
processo. Os lugares H, F e Th representam os estados dos processo e o
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lugar Fork os recursos, ou seja, os garfos dos filésofos. O disparo da transicao
to pode ser efetuado segundo as trés atribuicbes possiveis as varidveis z e
7, ou seja, a expressdo de inicialicio do lugar H quando avaliada resulta
em trés marcas de cores distintas, representando os filésofos e o nimero de
iteragoes. Caso atribua-se a varidvel z a cor p(tg, z = p) a expressao do arco
que interconecta o lugar Fork ao lugar to é avaliada para 1'f; + 1'f5. Os
disparo de tg remove a marca 1'(p,0) do lugar H e as marca 1'f; + 1’ f, do
lugar Fork e deposita a marca 1’(p,0) no lugar F. Caso a atribuicao seja
outra, por exemplo z = ¢, a avaliacdo das expresdes dos arcos seria outra e
ao dispararmos a transicdo obterfamos uma outra marcacido. Denomina-se
o par (transicdo, atribuicao) por elemento de ocorréncia.

U'(p.0)+1'(q.0+1°G.0) Cor:
Caso x Ph=plqlj

p=>Uf#'f, I=Int
1q=>f#If, Fk=f If If
| j=>Uf#1f Es=Ph*I

Var
x:Ph
i:I

PE+Uf+1°f

p=>Uf#l'f,
| q=>1Uf#1'f,
|j=>Uf#If

Figura 4.7: Jantar dos Filésofos - Modelo com Redes Coloridas
A seguir, apresentamos a definicao formalizada das redes de Petri co-

loridas e algumas consideracao sobre os aspectos dindmicos dessa classe de
rede.

Definicao 4.2.1 - Redes de Petri Coloridas: define-se as redes de Petri
coloridas como RAPC = (R,Y.,C,G,FE,In), onde R = (P,T,A), P € um
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conjunto de lugares, T € um conjunto de transicoes, A € um conjunto de
arcos. Os elementos de A sdo arcos que conectam transicoes a lugares ou
lugares a transigoes (A C (PzT)UJ(TzP)). Y. € o conjunto finito nao-
vazio de tipo, denominados cores. C € a funcdo de coloragio C' : P —
Cor, G € a fun¢do de guarda G : T — exp, onde exp € uma expressio tal
que Vt; € T | Tipo(G(t)) = bool € o Tipo(Var(G(t))) € >, E € uma
fungdo associada aos arcos ' : A — exp, onde Ya € A | Tipo(F(a)) =
C e o Tipo(Var(E(a))) € 3. eln é a expressio de inicializa¢do, onde
Vp;i € P | Tipo(In(p))=C(p) e Var(In(p)) = 0.

Consideramos Var(t) como o conjunto de varidveis associadas a transigao
t. Essas varidveis podem ser associadas as transicoes de duas maneiras: nas
expressoes guardas(G(t), t € T) e nas expressoes do arcos(F(a), a € A)
que interconectam lugares e transicoes.

Definigdo 4.2.2 - Tipo da Ligagao: para uma transicio t € T com
Var(t) = {v1,...,v,} define-se o tipo da ligacao por BT (t) = Tipo(vq1) X
. X T'ipo(vy,).

Definigdo 4.2.3 - Conjunto de Ligagbes: define-se o conjunto de li-
gagoes de uma transicio por B(t) = (c1,...c,), € BT(t) ou mesmo por
B(t)=G(t) <vi=¢c1,..., v =1¢p > .

Definicao 4.2.4 - Marcacgao: a distribuicio de marcas é uma funcdo M :
P — " e uma marcagdo de uma rede colorida é uma distribuicdo de marcas.

A marcacao inicial das redes coloridas é obtida através da avaliacao da ex-
pressao de inicializagao para cada lugar da rede, ou seja, Mo(p) = IN(p) <>
Vpe P.

A distribuicdo de ligacGes é uma funcao YV : T — B. Denomina-se

elemento de Yo par (£,b), onde b é uma ligagao, tal que b € Y (¢). Denomina-
se por passo (step) uma distribuig¢ao de ligacoes nao-vazia.

Um passo (Y = (t,b)) esta habilitado quando o nimero de marcas de
cores correspondente 3 ligacdo do passo é maior ou igual a avaliacio da
expressao do arco que interliga os lugares de entrada a transicao .

Definigcao 4.2.5 - Passo Habilitado: um passo estd habilitado se, e so-
mente se, 3 ney E(p,t) <b>< M(p), Vpe P.
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Um passo habilitado pode ocorrer e a ocorréncia provoca uma alteracao
da marcacdo da rede, pela remocao de marcas dos lugares de entrada e adicao
de marcas aos lugares de saida.

Definicao 4.2.6 - Ocorréncia de um Passo: seja My uma marcacdo
e Y um passo habilitado para essa marcacdo. A ocorréncia do passo Y
altera a marcacao da rede para wma marcacdo My. A alteracdo da marcagdo
da rede € definida pela equagdo: My = (Mo — Y pyey E(p,t) < b >) +
Y apey E(t,p) < b >, onde E(p,t) e E(t,p) correspondem ds expressoes
dos arcos de entrada e saida da transi¢ao(em t) do passo, respectivamente.

Diz-se que uma uma marcacao M"” é diretamente acessivel de M’ se a
partir de M’ e pela ocorréncia do passo Y alcanca-se M", ou seja, M'[Y >
M.

4.3 Redes Hierarquicas

Nesta secao, apresentamos as redes de Petri hierarquicas. A modelagem de
sistemas de grandes dimensoes s6 é viavel através do uso de mecanismos
que possibilitem a estruturacao. O conceito de hierarquia em redes de Petri
permite o refinamento de lugares e transicoes.

Do ponto de vista tedrico, a hierarquia é apenas uma conveniéncia grafica
que ndo adiciona nenhum poder computacional, contudo para a modelagem
segura de sistemas de grandes dimensoes é necessario o uso de ferramentas
que utilizem esses mecanismos.

O uso dos conceitos de hierarquia na modelagem de sistemas possibilita
a inspecao considerando-se niveis de detalhamento, visualizacdo de partes
dos sistema e re-uso de partes do modelo [79, 78, 77].

O refinamento de lugares e transicbes tem sido utilizado no processo de
modelagem hierdrquico, contudo o refinamento de elementos vizinhos apre-
senta dificuldades no controle da consisténcia do modelo. O refinamento de
um elemento pode ser representado como uma sub-rede(pdgina). Algumas
abordagens que tratam hierarquia em redes de Petri possibilitam o refina-
mento de lugares, de transicoes, lugares e transicoes e ainda as que nao
possibilitam o refinamento de elemento adjacentes.

As redes hierdrquicas aqui apresentadas propocionam uma descrigao es-
truturada dos sistemas, possibilitando sua especificacao em niveis de abs-
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tracao que pode ser refinada quando necessario. Nessa classe de rede, os
lugares e as transicoes do niveis superiores podem ser refinados, ou seja, po-
dem ser sub-redes da rede global. Estas sub-redes fornecem uma descricao
mais detalhada do lugar ou da transicio do nivel superior. A interface en-
tre um lugar ou transicio de mais alto nivel e a sub-rede correspondente
é efetuada através de transicoes ou lugares denominados port-transitions e
port-places, respectivamente.

O primeiro morfismo utilizado nesta abordagem para a obtencao de hie-
rarquia em redes de Petri é a substituicao de transicoes. Cada transicao de
alto nivel designa uma pégina (denominada subpdgina). Uma transicao de
alto nivel é vista como uma caixa preta e a subpagina correspondente repre-
senta o detalhamento dessa transicao. A transicao de alto nivel e a pagina
em que estd inserida sdo, para a subpagina, denominadas de superpagina.

Figura 4.8: Superpéagina

Na figura 4.8 apresentamos uma rede de Petri na qual temos duas tran-
sicoes de alto nivel. A figura 4.9 apresenta uma pdgina que representa o
refinamento da transicao tg.

Para representar claramente a semantica da substituicao de transicoes, a-
presentamos alguns passos [77], que possibilitam a representacao nao- hierarquica
equivalente da rede:

e Remove-se a transicao de alto nivel.

e Insere-se a subpagina, que representa o refinamento da transicdo.
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Figura 4.9: Subpégina

e Fundem-se os port-places da rede de mais alto nivel e da subpagina.

De forma semelhante a substituicdo de transicoes, os lugares também po-
dem ser substituidos por redes que representem o seu refinamento(paginas).

Para ilustrar o uso das redes de Petri hierdrquicas, apresentamos um mo-
delo que representa um sistema de aquisicdo e transferéncia de informacoes
(ver figura 4.10). Esse modelo é dividido em paginas que representam as
atividades de aquisicdo, transmissao e recepcao de dados. Cada uma dessas
tarefas estd representada na rede da figura 4.10 pelas paginas Ler Dados,
Trans e it Recep, respectivamente. O canal através do qual fluem as infor-
macdo é representado pelo lugar canal. Observe que este lugar é interco-
nectado as paginas it Trans e Recep por arcos em ambos os sentidos. Como
vemos nas subpdginas, esse lugar serd refinado, dando origem a dois lugares.

Na figura 4.11 apresentamos as subpiginas que representam a trans-
missao, recepcao e o detalhamento do canal. A péagina que descreve o pro-
cesso de transmissdao(7rans) tem como port-places os lugares rinf, ryroc,
mens e reconh, repectivamente. Esse modelo possibilita a retransmissao da
informacao caso essa nao seja adequadamente recebida.

A pagina Recep tem como port-places os lugares mens e reconh. Esse
processo 1é a informacao enviada pelo transmissor, envia o reconhecimento
da recepcao da informagao e volta a aguardar por uma nova informacao a
ser recebida. O lugar canal é representado pelos lugares mens e reconh.
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r_proc

r_inf

Canal

<—>O<—> Recep

Figura 4.10: Superpagina - Aquisicao e Transferéncia de Informacoes

p_mens

mens_receb
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mens_perd

rec_recon

p_reconh

reconh

r_proc ‘
Trans

reconh_perd

Recep

Figura 4.11: Subpéaginas - Aquisicao e Transferéncia de Informagoes
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4.4 Rede de Petri Temporizada Deterministica

Redes de Petri é um formalismo que possibilita a expressdo do comportamen-
to dindmico de sistemas que tenham atividades concorrentes, assincronas e
nao-deterministicas. O conceito de tempo nao foi explicitado na definicdo o-
riginal das redes de Petri. No entanto, na especificacdo de sistemas de tempo
real, avaliagao de desempenho e problemas de escalonamento (scheduling) é
necessaria a introducao de retardos de tempo. Nesta secdo apresenta-se a
rede de Petri temporizada deterministica [2] [36].

Uma outra maneira de se tratar requisitos temporais através das redes
de Petri é através do ponto de vista probabilistico do disparo das transicoes.
Diversos autores propuseram independentemente a associacdo de retardos
de disparo exponencialmente distribuidos as transicGes. Essas redes sao de-
nominadas redes de Petri estocasticas, pois o comportamento dessas redes
pode ser descrito por um processo estocastico.

Entre as diversas abordagens de redes de Petri que tratam requisitos
temporais, apresentamos algumas propostas com relacao a forma em que os
tempos sdo especificados:

e O tempo pode estar associado aos lugares, onde as marcas armazena-
das nos lugares de saida, apds o disparo de uma transicao, s6 estarao
disponiveis para disparar uma nova transicdo apdés um determinado
tempo que é associado ao lugar.

e O tempo pode estar associado as marcas, onde as marcas possuem uma
informacao que indica quando a marca estard disponivel para disparar
a transicao.

e O tempo é associado & transicao.

Nesta secao, tratamos das redes de Petri temporizadas deterministicas
com tempos associados as transicoes. Nesta classe de rede, apds a sensibili-
zacao de uma transicao o disparo desta deve ocorrer apds o tempo associado.

Definicao 4.4.1 - Rede Temporizada: uma rede de Petri temporizada é
uma dupla Rt = (RM, D), onde RM € uma rede marcada e D é um vetor
D :T — N com #T que associa a cada transi¢do t; de RM um tempo d;.

125



Essa classe de redes de Petri temporizadas, pode ser classificada como
de disparo atémico ou de disparo de trés fases. Nas redes onde o disparo
das transicoes é atdmico, as marcas permanecem nos lugares de entrada das
transicoes até o tempo associado a transicdo ter sido“consumido” e entao as
marcas sao removidas dos lugares de entrada e imediatamente armazenadas
nos lugares de saida (ver figura 4.12).

M(p)

Figura 4.12: Transicdo com Disparo Atémico

Nas redes temporizadas com disparo em trés fases, ao se habilitar uma
transicdo, as marcas sdo imediatamente consumidas dos lugares de entrada,
contudo sdo apenas depositadas nos lugares de saida apds o tempo associado
a transicao disparada. Apresentamos aqui as redes de Petri temporizadas
com disparo atomico, pois essas possibilitam explorar a teoria desenvolvida
para as redes de Petri ndo-temporizadas.

Nas redes temporizadas com disparo atéomico, uma transicao ao ser ha-
bilitada, um contador com o tempo associado a transicio é iniciado. O
contador é decrementado a uma taxa constante. Quando o contador atinge
o valor zero, a transicao dispara.

Observe-se, contudo, o problema que se tem quando duas transicoes estao
habilitadas para uma dada marcacao M’. Na figura 4.13 temos uma rede
que representa essa situacao.

Nessa rede, a transicao que serd disparada serd aquela que possuir o
menor tempo associado. Um fato interessante é ressaltado com o disparo de
uma dessas transicoes, por exemplo, suponha d; < ds, o que proporciona
o disparo da transicao t;. Nesse caso, qual serd a situacao do contador
associado a transicao tq, apds o disparo de t; 7 Algumas politicas tém sido
utilizadas para tratar esse problema, entre essas:
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Figura 4.13: Marcacao Habilitando Duas Transicoes

e Reamostragem: de acordo com essa politica, a cada disparo de tran-
sicao todos os contadores de todas as transicoes serao reiniciados, ou
seja nenhuma informacgdo anterior é registrada.

e Com Memoéria: nessa politica, quando ocorre um disparo de uma tran-
sicao, os contadores associados a cada transicdo que se torna desabi-
litada sdo reiniciados. Os contadores das transicGes que permanecem
habilitadas mantém os seus valores.

Para ilustrar o uso da redes de Petri temporizadas deterministicas, a-
presentamos a modelagem de um sistema de contagem sincrono (ver figu-
ra refrtcl) por redes de Petri temporizadas. Este sistema percorre quatro
estados (Sp, S1, Sz e S3), mudando de estado a cada pulso negativo do sis-
tema de relégio. Dependendo da entrada (X') a contagem pode ser crescente
(Si = Si41) ou decrescente (S;y1 — S;).

Dividimos o modelo desse sistema em dois submodelos: o do sistema de
contagem propriamente dito e do sistema de relégio. O sistema de relégio
(ver figura 4.15) fornece uma forma de onda com 700 ms em nivel alto e 700
ms em nivel baixo. Representamos o nivel baixo por uma marca no lugar
clky, e o nivel alto por uma marca no lugar clhy. As mudanca de nivel sdo
representadas pelas transicoes trp e tyr. Obeserve-se que essas transicoes
tém associado a elas o tempo de 700 ms.

Na figura 4.15 apresentamos a alteracao da marcacao dos lugares clky, e
clky e funcao do tempo.

O sistema de contagem (ver figura 4.16) possui quatro estados, represen-
tados pelos lugares Sp, S1, SS9 e Ss, dois lugares que representam o alfabeto
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de entrada(X = 0 e X = 1) e as transigoes que representam as mudangas de
estado, segundo o estado anterior e a entrada. Essas transicoes tém tempos
de 500 ms associado.

Figura 4.16: Modelo
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Capitulo 5
Aplicacoes

Neste capitulo, apresentamos dois exemplos da utilizacao das redes de Petri
na modelagem de sistemas reais. Inicialmente descrevemos um método de
transcricio de programas concorrentes em OCCAM para redes de Petri.
OCCAM é uma linguagem de programacdo, implementada a partir de CSP,
projetada para expressar algoritmos concorrentes, possibilitando a descricao
de aplicacoes através de colecbes de processos concorrentes. Cada processo
de uma aplicacdo descreve o comportamento de um aspecto particular da
implementcao.

Os programas em OCCAM siao construidos através da combinagio de
processos primitivos. Neste capitulo, apresentamos os modelos basicos em
redes de Petri que representam os processos primitivos e uma forma de ob-
tencao de modelos mais complexos através das redes basicas e estruturas que
possibilitam a combinacao destes modelos.

Como segundo exemplo, desenvolvemos um método de especificacao de
sistemas de controle industrial [3, 22, 25, 27, 28, 80] através das redes de
Petri. O processo de modelagem dos Sistemas de Controle Seqiiencial parte
da descricao comportamental de cada componente, através de regras opera-
cionais. A partir das regras operacionais, sao construidas as redes de Petri
elementares que modelam cada componente do sistema. A rede de Petri glo-
bal é obtida pela técnica de fusdao de “lugares” comuns das redes elementares.
Este processo garante a preservacio das propriedades das redes elementares
no modelo global. Apresentamos, ainda, um método de diagnéstico de fa-
lhas em sistemas de controle seqiiencial baseado nas redes de Petri obtidas
segundo o método de modelagem descrito em [22].

131



5.1 Traducao OCCAM-Redes de Petri

OCCAM [84] é uma linguagem de programagao, implementada a partir de
CSP [56], projetada para expressar algoritmos concorrentes, possibilitando
a descricdo de aplicacoes através de colecoes de processos. Cada processo
de uma aplicacdo descreve o comportamento de um aspecto particular da
implementacao. Iniciamos esta secao apresentando os processos primitivos,
os combinadores de processos da linguagem OCCAM em estilo BNF e um
método de tradugdo de programas em linguagem OCCAM para as redes de
Petri. A seguir apresentamos a descricao dos processos primitivos, assim
como dos combinadores:

P == SKIP | STOP | z:=¢€ | ch?x | chle

| TF(c1p1y-eoyCnpn) | ALT(g1p1, ey GnPn)
| SEQ(p177pn) | PAR(p177pn)

e O processo primitivo SKIP comporta-se como se nenhuma acdo hou-
vesse ocorrido e termina com sucesso.

e STOP é o processo que expressa o deadlock.
e 1 := e representa a atribuicdo da valor da expressao e a varidvel x.

e ch?x e chle representam os processos de leitura e escrita nos canais
de comunicacio, respectivamente. O processo de leitura, quando exe-
cutado, 1é a informagao disponivel no canal, atribui essa informacao
a variavel z e envia ao processo transmissor o reconhecimento da re-
cepcao da informacao. O processo transmissor envia através do canal o
valor da expressao e e aguarda o reconhecimento do processo receptor.

e [I"é o combinador condicional que tem como argumento um lista de
termos na forma ¢;p;, onde ¢; é uma expressiao logica e p; um processo.

e ALT é um combinador que tem como argumento uma lista de alter-
nativas na forma ¢;p;, onde cada g; é uma expressdo guarda e p; um
processo. A primeira expressao guarda que se torna verdadeira ativa
o processo correspondente. Estando duas expressoes guardas habili-
tadas em um dado momento, uma das alternativas é escolhida nao-
deterministicamente. Quando nenhuma das expressdes guardas é ver-
dadeira, o processo comporta-se como o STOP. A expressio guarda
pode ser uma expressao légica ou mesmo o estado de um canal.
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e SEQ(p1,...,pn) representa a composigao seqiiencial dos processos py,
weey P

e PAR(p1,...,pn) representa a composicao paralela dos processos py, ...,
Pn-

Na secao seguinte, apresentamos um método de traducio de programas
escritos em OCCAM para redes de Petri.

5.1.1 Modelagem dos Processos Primitivos

Os programas em OCCAM sdo construidos através da combinacao de pro-
cessos. O processo mais simples em QCCAM é uma ac¢do. Uma agdo pode
ser uma atribuicdo, uma entrada ou mesmo uma saida.

5.1.1.1 Atribuigao

Um exemplo é a atribuicdo a uma varidvel z o valor de uma expressido ezp.
Abaixo apresentamos a sintaxe da atribuicao.

variavel ;= exp

Consideremos o seguinte exemplo: z := y 4+ 1. Para modelarmos este
processo, usamos uma extensao das redes de Petri que associa as redes de
Petri aos grafos de fluxos de dados. Esta extensao foi analisada no capitulo
anterior.

Nesta rede os arcos do grafo de fluxo de dados (figura 5.1.b) sao rotulados
com p1, de tal forma que sé é possivel realizar a operagao op, particularmente
a adi¢ao, quando houver uma marca em p; (figura 5.1.a).

5.1.1.2 Comunicagao

A comunicacao é uma das partes pricipais da linguagem OCCAM. Os pro-
cessos comunicam-se através de canais através dos quais sao enviados e re-
cebidos valores, ou seja, dois tipos de agdoes podem ocorrer: uma acao de
entrada input ou uma acao de saida output.
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op =+

(a) (b)

Figura 5.1: Atribuicao

Input

Através de uma acao input o processo recebe um valor por um canal e
este valor é atribuido a uma varidvel. Na figura 5.2 apresentamos a rede que
representa o canal de comunicacao de entrada canali?z. Neste exemplo, o
canal denominado canal; aguarda uma informacao; quando esta é recebida,
entdo atribui-se este valor & varidvel z.

Canal |

Figura 5.2: Input

Quando uma marca chegar ao lugar pg, o processo aguarda por um valor
val de entrada. Quando este valor for transmitido uma marca no lugar r
indicara esta condigao, possibilitando o disparo da transigao #g (recepcao da
informacao). Ao disparar-se esta transi¢ao, as marcas dos lugares pg e r sao
retiradas e colocada uma marca no lugar p;. Observe-se que no grafo de
fluxo de dados, os arcos sao rotulados com py, o que possibilita a atribuicao
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do valor de entrada val & varidvel z. Uma marca no lugar p; possibilita o
disparo de t{, que retira uma marca deste lugar depositando uma marca
nos lugares ps e a. A marca no lugar ¢ informa ao processo transmissor
a recepcao da informagdo transmitida, e a marca no lugar py possibilita a
continuidade do processo.

Output

Através da acdo output é possivel transmitir-se um valor de uma ex-
pressao por um canal especificado. Na figura 5.3 apresentamos a rede que
representa o canal de comunicacdo de saida canalyly. Neste exemplo o valor
da variavel y é transmitida por canal 5 e aguarda até que esta informacao
tenha sido recebida pela entrada correspondente.

y 1 : : 1 "yal"

Figura 5.3: Output

Uma marca no lugar po habilita o disparo da transicao t,. O dispa-
ro desta transicao (transmissao) retira uma marca do lugar pg e deposita
marcas nos lugares s e p;. A marca no lugar s informa ao outro processo
comunicante (receptor) que uma informacao foi transmitida. A transigao t;
pode ser disparada quando o receptor enviar o reconhecimento da recepgao
da mensagem através de uma marca no lugar a, dado que o disparo de tg
depositou uma marca no lugar p;. O disparo de ¢; retira uma marca dos
lugares p; e a e deposita uma marca no lugar py, que habilita a execucao da
préxima agao.

5.1.1.3  Skip e Stop

Nesta secao apresentamos a modelagem dos dois tdltimos processos primi-
tivos de OCCAM. O processo skip quando iniciado nao executa nenhuma
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acao observavel e entdao termina. A figura 5.4.a apresenta o modelo que cor-
responde ao processo skip. Representamos a acdo executada pelo processo
(nenhuma) como uma transi¢ao nao-observivel, ou seja, executa uma acao
nao relevante. Esta sub-rede poderia ser suprimida. A figura 5.4.b apre-
senta um exemplo simples, onde o processo através do canal p recebe uma
informacao, atribui esta informagao a variavel ¢, executa o processo skip e
entdo transimite a informacao da varidvel ¢ através do canal s. A rede que
modela este programa estd representada na figura 5.4.c.

OO -+ ki)

P, @ D,
! J
(a)

programa

seq
p?c

skip

(b)

Figura 5.4: Skip

A transicao o poderia ser suprimida do modelo, dado que nao expressa
qualquer acao que venha alterar o comportamento do sistema. Desta forma
os lugares py e ps poderiam ser fundidos em um sé lugar.

Quando o proceso stop é iniciado, nenhuma acgao é executada e o pro-
cesso nunca termina. A figura 5.4.a apresenta uma rede que representa este
processo. Observe-se que o lugar p; ndo é entrada de qualquer transicao,
portanto o disparo da transicao o nao possibilita o disparo de uma transicao
subsequente. A figura 5.4.b apresenta um pequeno exemplo em que usamos
o processo stop. Neste exemplo apos a leitura do canal z executa-se o pro-
cesso stop. A execucao de stop nunca termina o que impossibilita a escrita
através do canal y. A figura 5.5.c apresenta a rede que representa este pro-
grama. O lugar p; nao tem qualquer transicao como saida, e o lugar p; nao
tem qualquer transicdo como entrada. Desta forma a transicao t3 nuca sera
disparada. A transicdo ¢ poderia ser suprimida do modelo, dado que nao
expressa qualquer a¢ao que venha alterar o comportamento do sistema. No
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programa

p seq

—p ? x
stop—
y ! x —]

(b)

Figura 5.5: Stop

entanto, o lugar py deve continuar sem qualquer transicao como entrada.

5.1.2 Modelagem dos Combinadores

As aplicacoes desenvolvidas em OCCAM sao construidas através da com-
binacao de processos primitivos. Nesta secao apresentaremos as redes que
representam estes combinadores de processos, bem como alguns pequenos
exemplos que demostram a sua aplicacao.

5.1.2.1 Seqiiéncia

O primeiro combinador é o seq. Este construtor combina processos onde
um 86 serda executado apods a execugdao do outro, como pode ser visto na
figura 5.6.a. O programa apresentado é elaborado com a utilizacao de dois
processos primitivos. O combinador seq determina que a execucdo desses
processos ocorrerd de forma seqiiencial, ou seja, a escrita sobre o canal s
86 serd executada apds a leitura sobre o canal k. A figura 5.6.b apresenta
uma rede de Petri hierdrquica, onde os blocos k e s sao redes que modelam
a comunicagao através dos canais entrada (k) e saida (s) (ver secao 5.1.1.2).

E natural que os elementos de conexao da rede ke da rede s sejam lugares.
Nesta rede (figura 5.6.b) observamos que o disparo de seq desencadeara o
processo s.

137



® O

SEQ Y

k?x

Figura 5.6: Sequence

OCCAM possibilita a replicacao possibilitando que um niimero de proces-
sos similares sejam executados em seqiiéncia. A modelagem desta contrucao
pode ser realizada de forma semelhante a apresentada na figura anterior.

5.1.2.2 Conditional

O combinador condicional if combina um conjunto de processos guardados
por expressoes booleanas. Estas expressoes sdo avaliadas em seqiiéncia; quan-
do uma das expressoes é avaliada como verdadeira, o processo associado a
esta condicao é executado. No entanto, se nenhuma expressao é avaliada
como verdadeira, o processo comporta-se como o processo primitivo stop.
Podemos usar, contudo, a expressdo constante TRUE. Esta constante deve
ser colocada como tltima opcao, pois é sempre verdade, ou seja, se nenhuma
outra expressao for avaliada como verdadeira, nesta a avaliagdo sera. Neste
contexto TRUE deve ser como caso contrdrio.

Como verificamos na secao 2.1.4, as redes de Petri possibilitam a mo-
delagem da escolha ndo-deterministica. No entanto observamos também na
secdo 1.10 que podemos associar, as transicoes da rede, condicoes externas
(expressoes booleanas, informacoes provenientes de sensores etc). Assim sen-
do utilizaremos estas caracteristicas para a modelagem deste combinador.

A figura 5.7.a apresenta um programa que usa o combinador condicional.
Neste exemplo, cada expressao booleana guarda os processo de comunicacao,
onde, se z < y é verdadeira, é executada uma leitura através do canal k; se
x = y é verdadeira, uma escrita é executada através do canal s e, caso
contrario (TRUE), efetua-se uma atribui¢ao a variavel z.

Quando houver uma marca no lugar pg e a expressao z < Y for avaliada
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Programa

If

X<Y

k?c

X=Y

slc

TRUE

(b)

X:= y+2
(a)

Figura 5.7: Conditional

como verdade, é possivel disparar-se a transicao tg. O disparo desta transicao
retira a marca do lugar pg e deposita uma marca no lugar py, impossibilitando
o disparo de t; e t;. A marca no lugar p; possibilita a execucao da rede k
? ¢. Caso a avaliacdo da expressido x < y ndo seja verdadeira e a expressio
r = y seja, a transicdo t; poderd ser disparada, o que impossibilitard o
disparo de tg e t5. O disparo de #; permitird a execucdo da rede s ! ¢. E
caso as duas expressoes anteriores nao sejam avaliadas como verdadeira a
terceira transicao ( tz) podera ser disparada, dado que a condi¢ao associada
a esta transicdo é avaliada sempre como verdade, portanto, possibilitando a
execucao da rede z := y + 2.

5.1.2.3 Loop

Nesta secao apresentaremos a modelagem da repeticao de processos, en-
quanto expressoes booleanas sao avaliadas como verdadeiras. Apresentamos,
como exemplo, dois processos p e r que sao repetitivamente executados, en-
quanto uma expressdo booleana for vedadeira. Na figura 5.8 apresentamos
esse exemplo e a rede de Petri que o representa.

A modelagem desse combinador é baseada na rede basica que descreve
o conflito, sendo as transicoes rotuladas por expressoes booleanas que serao
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Programa

while b<>C

seq

ol
(9]

P

r

Figura 5.8: Loop

avaliadas, o que possibilitard ou nao o disparo dessas transicoes. Observe-se
no exemplo da figura 5.8 que o corpo da expressao de repeticao é construido
através de dois processos que sao executados de forma sequiiencial, ou seja,
o processo p é executado antes do processo r. Enquanto a expressao b for
falsa, esses processos serao executados repetitivamente.

5.1.2.4 Paralelismo

O combinador (combinador) Parallel é um dos mais poderosos da linguagem
OCCAM, pois possibilita a combinacao de processos que sao executados
concorrentemente. Os processos combinados através deste combinador co-
mecam a ser executados simultaneamente e este combinador sé terminara
quando todos os processo terminarem.

Baseamos a modelagem deste combinador nas redes bdsicas apresentadas
nas segoes 2.1.2, 2.1.3 (distribuicao e juncao, respectivamente). No exemplo
da figura 5.9.a observamos um programa que tem como componentes trés
processos F, K e S, onde o processo K comunica-se com o processo F através
do canal t.in e o processo S comunica-se com o processo F através do canal
t.out. Na figura 5.9.b, uma marca no lugar pg habilita o disparo de g o que
possibilita a execugao das sub-redes (paginas) que modelam os processos
FE, K e 5, ou seja, o disparo da transicdo g retira uma marca do lugar pg e
coloca uma marca nos lugares pq, pa e pa (port-places). Essas novas condigoes
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estabelecidas permitem a execucao de outras tarefas paralelamente, ou seja,
p1 é pré-condicao para a execucao da rede K, py pré-condicdo para a execucao
da rede F e p3 pré-condicao para a execucgao de S.

Distribuicao

Programa

par

E(t.in, t.out)

EEEssEEEEEEEEEEEEEEy

Sassssssssssmssnmmms

K(t.in)

S(t.out)

(a)

G

Lassssnnnnnnnnnnn

Figura 5.9: Parallel

Quando todas as redes forem executadas (K, F e S), serao colocadas
marcas nos lugares p4, ps e pe (port-places). Esta marcagao possibilita o
disparo da transicao 1, que representa o término da execugao dos processos
combinados (sincronizagao).

5.1.2.5 Alternation

Este combinador possibilita-nos agregar processos guardados por entradas
e/ou expressoes booleanas. Suponhamos que dois processos sao combinados
através do Alternation. A execugao desses processos estd diretamente as-
sociada a avaliacdo da expressao ou do canal que guarda estes processos,
ou seja, o processo s serd executado se a expressdo booleana for avaliada
como verdadeira ou se o canal que guarda esses processos tiverem algu-
ma informacdo. No entanto, se os dois processo estiverem em condigoes
de serem executados (canal pronto e/ou expressao booleana avaliada como
verdadeira), apenas um destes serd executado. Estd escolha é feita nao-
deterministicamente. Caso os canais ou expressoes booleanas nao habilitem
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a execucao destes processos, o combinador aguarda até que algum desses
processos torne-se habilitado. A figura 5.10.a exemplifica a utilizacao deste
combinador. Neste exemplo, temos um processo primitivo de escrita através
de um canal denominado trans.

sassnsnnnnnnnnsdfunnnnnnnnnnnny

Escolha

Programa

ALT

recl ? x
trans ! x

recr ? X
trans ! x

()

recl ALT

—1 recl 7x
trans ! x

—p] recr 7x
recr

Fluxo de Dados
(b)

Figura 5.10: Alternation

O modelo desse combinador pode ser construido usando-se os modelos
dos processos primitivos de escrita e leitura sobre canais, apresentados no
inicio da secdo, e as redes elementares que modelam a escolha e a atribuicao
(ver secao 2.3.2).

No exemplo da figura 5.10.a apresentamos um merging de dois canais
de entrada para um canal de saida, ou seja se o canal recl estiver pronto e
o canal recr nao estiver, recl serd selecionado. Se o canal recl ndo estiver
pronto e recr estiver, recr é selecionado. Caso os dois canais estejam pron-
tos, um destes canais é selecionado de forma nao-deterministica; se nenhum
destes canais estiverem prontos, aguarda-se até que algum desses torne-se
habilitado. A figura 5.10.b apresenta o diagrama de fluxo de dados desse
processo. Apresentamos a rede de Petri que modela esse o fluxo de controle
na figura 5.10.c. Observe-se que esse modelo é construido por sub-redes:
redes que modelam a recepcdao por canal de comunicacao, transmissdo, e a
exclusdo mitua. A representacao de um canal pronto, na rede de Petri, é
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feita através da marca nos lugares [y e [5. Observe-se que o disparo de uma
destas transicoes ( tg ou f3) impossibilita o disparo da outra, dado que com
o disparo consome-se a marca do lugar p;. A semantica das redes de Petri,
garante a escolha nao-deterministica do disparo das transicoes tg ou t3, caso
haja marcas, em um mesmo instante, nos lugares [y e l;. Com o disparo
de uma da transigbes (fo ou #2), deposita-se uma marca no lugar py ou ps,
respectivamente. Uma marca no lugar ps habilita a transicio ¢, bem como
o lugar p3 marcado habilita o disparo da transicao t3. O disparo de t; ou
t3 deposita marcas nos lugares a; ou ay que representam o reconhecimento
pelos processo de recepcao da informacao, e no lugar ps. Uma marca em
pa possibilita a escrita no canal trans (disparo de t4). O disparo de ¢5 ocor-
re quando o processo que recebeu a informagao transimitida, representada
pelo disparo de t5 e sinalizada através da marca no lugar s, reconhece a re-
cepcao dessa informacao através do depdsito de uma marca no lugar a3. Ao
disparar-se t5, coloca-se uma marca no lugar pg, que representa a condicao
para a continuidade do processo.

Para mostrar a modelagem do combinador ALT, no qual os processos
sao guardados por expressao, apresentamos o exemplo da figura 5.11.a. Nes-
se exemplo, temos um programa que regula o fluxo de atividades entre os
usudarios e um sistema servidor, composto por diversos processadores. Nesse
exemplo, os usuarios solicitam ao sistema regulador, através do canal dus,
a execucdo, pelos servidores, de tarefas. O sistema regulador, desde que
haja servidores livres (processadores) (¢ > 1), decrementa uma variavel que
indica o nimero de processadores livres, e envia a solicitacao para o sistema
servidor através do canal pse. Quando os servidores finalizam suas tarefas,
sinalizam para o regulador a finalizacao da tarefa (canal dse) e entao o siste-
ma regulador envia para os usuario, através do canal pus, esta informacgao,
bem como incrementa o nimero de processadores livres. No programa apre-
sentado, os guardas sao os canais de entrada dus, dse, bem como a expressao
1> 1.

Representamos esse programa pela rede de Petri apresentada na figu-
ra 5.11.b. Como no exemplo anterior, representamos este combinador a-
través da rede elementar de escolha e da atribuicdo, no entanto observe que
a transicao ty é rotulada com 7 > 1, ou seja, s6 é possivel dipard-la quan-
do houver uma marca nos lugares ps, [ e essa expressao for avaliada como
verdadeira.
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Programa

Escolha

ALT -
(i>=1) &dus ? x
SEQ
pse! x
ir=i-1
dse? y 2
SEQ
pus'!y

i=isl

(a)

8

Atribuigao

aEEEEEEEEEEy

.
.
.
.
.
.
"
.
"
.

-

* (b)

Figura 5.11: Alternation - Regulador de Fluxo
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5.1.2.6 Exemplo

Nesta secao apresentamos um exemplo do uso do método de traducao apre-
sentado. Consideremos a funcdo de convolucao descrita a seguir:

n
yi:in_jijxai,lgiSQn—l
=1

Onde w; é wjp1 =bxzy Xw; e oy =c¢;+d;

x; sex; >0
;=14 '
§ 5 osex; <0
4= T+l S€ Tip >0
! T se ;49 <0

O programa em OQCCAM que descreve esta funcao pode ser implemen-
tada por um conjunto de processos concorrentes conforme mostrado abai-

xo [83, 81, 82].

CHAN OF INT P1.P4, P2.P4, P4.P3 :
CHAN OF [5] INT P3.P4 :
PAR
INT c:
SEQ i=0 FOR 2
IF(x[i]>=0 c:=x[1], x[i]l<0 c:=x[i]/2)
pl.pd ! c

(P1)

INT d:

SEQ i=0 FOR 2
IF(x[i]>=0 d:=x[i+1], x[i]<0 d:=x[i+1]/2)
pl.pd ! c

(P2)

INT c:
SEQ i=0 FOR 2
p4.p3 ? w
PAR j=0 FOR 4
e[31:=x[6%(i/(J+((G+1)/(i+1))))+(§-1)1*w

(P3)

145



p3.p4 ! e

INT c,d:
[6] INT e :
SEQ i=0 FOR 2 (P4)
pi.p3 ! w
PAR
pl.p4d ? ¢
p2.p4 7 d
p3.p4 7 e
PAR
w:=k*e[j]

PAR j = 0 FOR 4
y[31 := y[3] + e[j] * (c + d)

A representacdo do programa em redes de Petri é discutida a seguir. O
programa consiste no operador PAR que engloba quatro processos comuni-
cantes. Desta forma, temos quatro blocos interconectados por arcos, que
representam redes mais detalhadas do processo(ver figura 5.12). A tradugao
de OCCAM para a rede de Petri equivalente é feita passo-a-passo usando a
traducao dos combinadores apresentada na secao 5.1.

B processo 1

P

Figura 5.12: Rede dos Processos Comunicantes

O processo P, é formado por um operador de seqiienciamento, uma esco-
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lha e transmissao de mensagem pelo canal p;.ps. Na figura 5.13 apresentamos
o modelo que representa este processo.

(x[1]<0)
[c:=x[1]/2]

Figura 5.13: Processo P

Devido a similaridade estrutural entre os processos P, e P, as redes
que representam estes processos tém estruturas semelhantes, diferenciando-
se apenas pela funcionalidade das operacdes.

O processo P; é formado a partir dos construtores SEQ) e PAR, processos
primitivos de escrita e leitura e operacoes aritméticas. A rede de Petri que
representa o fluxo de controle é apresentada na figura 5.14.

p4.p3?

Figura 5.14: Processo P;

A rede que representa a descricdo detalhada da pagina K3 é apresentada
na figura 5.15
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K [e[0]:=...]

Figura 5.15: Pagina K3

O processo P, é composto por processos primitivos de recepcao, trans-
missao e operagbes aritméticas, assim como os construtores SEQ) e PAR.

Na figura 5.16 temos a rede que representa este processo. A figura 5.17
apresenta o refinamento do bloco K.

5.2 Diagnéstico de Falhas em Sistemas de Con-
trole Industrial

Nesta secao apresentamos um método de diagnéstico de falhas em sistemas
de controle seqiiencial utilizando-se redes de Petri [22, 27, 28, 80]. O sistema
de diagnéstico faz uso de modelos especificados segundo um processo de
modelagem descrito também nesta secao.

O processo de modelagem dos sistemas de controle seqiiencial parte da
descricdo comportamental de cada componente, através de regras operacio-
nais. A partir das regras operacionais, sao construidas as redes de Petri
elementares que modelam cada componente do sistema. A rede de Petri glo-
bal é obtida pela técnica de fusdao de “lugares” comuns das redes elementares.
Esse processo garante a preservacdo das propriedades das redes elementares
no modelo global.
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Figura 5.16: Processo P4

Figura 5.17: Pagina Kj
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5.2.1 As Especificagoes Funcionais

Nesta secdo, apresentamos uma visdo geral sobre Sistemas de Controle Seqiiencial
(SCS). Apresentamos, também, uma técnica para especificar ou transcrever
diagramas eletro/eletrénicos de controle seqiiencial, assincronos e paralelos,
através de regras operacionais e a traducao destas para as redes de Petri.

Na figura 5.18 ilustramos a representacao conceitual dos Sistemas de
Controle Seqiiencial.

Sistema Objetos
Sensores
n (
Controle Controlados
»1 Atuadores

Figura 5.18: Sistema de Controle Seqiiencial

O Controlador recebe sinais dos sensores, que informam os estados dos
objetos controlados e envia sinais para os atuadores, os quais modificam
os estados desses objetos. Este ciclo se repete durante toda a operacao do
sistema.

5.2.2 As Funcoes de Estado e Excitacao
Em muitas aplicacoes industriais, o comando desses sistemas é formado por
dispositivos, como por exemplo: relés, valvulas solendides, termostatos, em-

breagens, portas logicas, flip-flops etc. Em geral, esses dispositivos sao for-
mados por duas partes as quais denominamos de estruturas bdsicas:

e objetos acionados e

e acionadores.
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Representamos o conjunto dos objetos acionados de um dispositivo por
S; e os elementos deste conjunto por sj. Cada dispositivo terd seu compor-
tamento descrito por duas funcoes de estado, g;(z) e h;(z). A fungao g;(z)
indica o estado dos objetos acionados, quando o dispositivo estd desativado.
E a funcdo h;(z) indica o estado dos objetos acionados, quando o dispositivo
estd ativado. Portanto, chamamos estado g os estados dos objetos s; € 5;
descritos por g;(z) e estado h os estados representados por h;(z).

Os acionadores (A;) dos dispositivos sao estruturas capazes de modificar
o estado de todos objetos acionados. Dois tipos de eventos podem atuar
sobre os acionadores:

e Evento L; : ativacao de (A;)

e Evento D; : desativacao de (4;),

Esses eventos sdo mutuamente exclusivos. Para todo acionador (A;) sera
associada uma funcdo f;(z), que denominamos fung¢ao de excitacao, de forma
que:

e Se a condi¢ao f;(z) for verdadeira, podera ocorrer L;;

e Se a condi¢ao fj(z) for verdadeira, poderd ocorrer D;.

Observamos na figura 5.18 que os sensores e atuadores sdo entradas e
saidas do controlador, respectivamente. Portanto, sensores sao acionadores
de entrada que percebem os eventos externos, e os atuadores sao acionadores
de saida.

Designamos varidvel de entrada aquelas varidveis que estao relacionadas
aos sensores e variaveis de saida, aquelas associadas aos atuadores. Iden-
tificamos essas variaveis nas funcoes de estado e de excitacido do seguinte
modo:

e Varidveis de entrada sio aquelas que figuram apenas nas funcoes de
excitacao e nunca aparecem nas funcoes de estado.

e Varidveis de saida sio aquelas que figuram apenas nas funcoes de es-
tado e ndo aparecem nas fungoes de excitacao.
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5.2.3 As Regras Operacionais

O controle do sistema é constituido pelo arranjo de véirias estruturas elemen-
tares F; interligadas, de modo que as func¢oes de controle sejam executadas
corretamente. As estruturas elementares sao formadas pela combinagao de
estruturas basicas, ou seja, acionadores e objetos acionados. Descrevemos
a relacao entre as componentes de um estrutura elementar através da ex-
pressao abaixo:

Ej:identA; < S; >, (5.1)

onde “ident” e um nome atribuido a F7j.

As estruturas elementares devem obedecer a regras operacionais (R;) que
formulam o comportamento destas estruturas. Essas regras garantem que,
a qualquer instante, todos objetos s; associados a qualquer acionador A; s6
podem estar ou no estado-g ou no estado-h.

O comportamento das estruturas elementares, ou seja, os dispositivos que
compoem o sistema de controle, é expresso através das regras operacionais:

(R;):

Ljty: se < fij(z)>.<gj(z)> entao < hj(z)> (5.2)

Dty 2 se < fi(z) >.< hj(z)> entao < g;(z)> (5.3)

Onde L; representa o evento de ativar o disposistivo j; f;(z) é a funcao
de excitagao que possibilita esta ativacao; g;(z) é o estado desativado; h;(z)
é o estado ativado; D; representa o evento de desativar o dispositivo e #; re-
presenta o tempo associado a execucao do evento, ou seja, define o momento
em que o evento ocorre. O tempo sera especificado sempre que for relevante
em sua descricao funcional.

5.2.4 Obtencao das Redes de Petri

Nesta secdo apresentamos a técnica de modelagem por Redes de Petri, para
a obtencdao do modelo global do sistema. Esta técnica é do tipo bottom
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up, ou seja, a partir da composi¢ao de modelos elementares (sub-redes) que
representam componentes do sistema, obtemos o modelo global.

O procedimento de modelagem por Redes de Petri proposto, é baseado
na fusido de lugares. Nesse procedimento seguimos as seguintes etapas :

e A1l - construcao e validacao dos modelos elementares respeitando-se
as regras operacionais.

e A2 - construcido do modelo global pela composicio dos modelos ele-
mentares assegurando as regras operacionais das redes elementares.

obtemos os modelos elementares a partir das regras operacionais, segundo
os passos descritos a seguir:

e A1.2- determinacao das transicGes: eventos do tipo L. ou D nas regras
correspondem as transicoes. Associa-se a essas transicoes o tempo
especificado na regra operacional.

e A1.2- determinacdo dos lugares de entrada: Sao as variaveis de estado
das regras operacionais que representam as entradas dos disposistivos.

e A1.3 - determinacao dos lugares e dos lugares de saida: cada variavel
de estado origina um lugar com excecao das varidaveis de entrada. Os
lugares que correspondem as variaveis de saida siao denominados luga-
res de saida.

5.2.5 Um Exemplo

Para ilustrarmos a metodologia proposta, apresentamos aqui um sistema
que faz parte de uma linha de producdo de bebidas, como mostrado na
figura 5.19.

A esteira desloca recipientes vazios até o feixe de luz ser interrompido.
A incidéncia de luz habilita o sensor éptico. Quando o sensor 6ptico é
desativado, ele e o sensor laser, que é ajustado em funcao do nivel do liquido
no depdsito, ao verificar o recipiente vazio, causam a abertura da valvula de
enchimento e a desabilitacdo do movimento da esteira. Quando o recipiente
estiver cheio, o sensor laser é ativado, provocando o fechamento da vdlvula
de enchimento e inicia 0 movimento da esteira até o recipiente deixar o feixe
de luz. Quando o recipiente deixa o feixe de luz, o sensor 6ptico é ativado,
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Degosito

tl (s1)

Figura 5.19: Linha de Producao de Bebidas

e o sensor laser desativado. O sensor 6ptico ativado provoca o movimento
da esteira para o preenchimento do recipiente seguinte. Assume-se que o
motor é ligado a esteira através de uma embreagem. Quando a embreagem é
acoplada, a esteira entra em movimento. Caso contrario, permanece parada.
Na figura 5.20, mostramos o diagrama elétrico do comando desse sistema e
sua relacdo com sensores e atuadores.

Figura 5.20: Diagrama Elétrico

5.2.6 Meétodo para Obtencao das Regras Operacionais

As regras operacionais dos componentes do sistema sdo obtidas segundo os
passos apresentados a seguir:
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1. Identificacao das estruturas elementares;
2. Definicao das variaveis de estado das estruturas;
3. Construcdo das funcoes légicas;

4. Construcdo das regras operacionais.

Passo 1: definicao das estruturas elementares.

Observando-se a figura 5.20 , verificamos que o sistema é composto por
cinco dispositivos, os quais definem cinco estruturas elementares :

-E0:sensor 6ptico A0(s00); A0 é o acionador e s00 o objeto acionado.
-EI:sensor laser Al1(s01)

-E2:contator A2(s02,s12)

-E3:atuador do motor A3(s03)

-F4:atuador da vélvula A4(s04)

Por exemplo, a estrutura E2 é formada por dois componentes basicos: o
acionador A2 e dois objetos acionados que s3o os contatos s02 e s12.

Passo 2: atribuicdao das varidveis de estado.

Neste passo atribuimos variaveis de estado para cada estrutura do siste-
ma;:

E0: sensor éptico A0(s00): atribuimos X0 & ndo incidéncia de luz em
A0 e a X0 3 incidéncia de luz. Atribuimos 200 ao contato s00 no estado
aberto e a 200 ao contato s00 no estado fechado.

E1: sensor laser A1(s01): atribuimos X1 & distancia entre o sensor e
ao liquido que corresponde ao recipiente nao cheio e a X1 & distancia que
corresponde ao recipiente cheio. Atribuimos z01 ao contato s01 no estado
aberto e a 201 ao contato s01 no estado fechado.

E2: relé A2(s02,512): atribuimos 202 ao contato s02 no estado aberto e
a £02 ao contato s02 no estado fechado. Atribuimos z12 ao contato s12 no
estado aberto e a 212 ao contato s12 no estado fechado.

E3: atuador do motor A3(s03): atribuimos z03 ao eixo do motor s03 no
estado parado e a 203 ao eixo do motor s03 no estado girando.

E4: atuador da valvula A4(s04): atribuimos 204 & vélvula s04 no estado

aberto e a 204 a valvula s04 no estado fechado.
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Passo 3:determinacao das fungoes logicas.

Determinamos as funcoes légicas para cada estrutura observando a to-
pologia do circuito (figura 5.20) e o estado das variaveis. Neste exemplo,
temos:

E0: Sensor ()ptico

- se ha incidéncia de luz (X0) sobre sensor 6ptico entao A0 é ativado, logo
f(z) = XO0.

- se ndo hé incidéncia de luz(X0) entdo A0 é desativado, logo f(z) = XO0.
estado-g: ¢(z) = z00; corresponde ao contato s00 aberto.

estado-h: h(z) = 200; corresponde ao contato s00 fechado.
E1: Sensor Laser

- se X1 entao Al é ativado, logo f(z) = X1
-se X1 entdo Al é desativado, logo f(z) = X1

estado-g: g(z) = 201
- estado-h: h(z) = 201

E2: Relé

se 00 + z01 entao A2 é ativado, logo f(z) = 200 + 201
- se £00.201 entdo A2 é desativado, logo f(z) = 200.201
estado-g: g(z) = 202.212
estado-h: h(z) = 202.21

1
]

E3: Atuador do Motor

- se 202 entao A3 é ativado, logo f(z) = 202

se 202 entao A3 é desativado, logo f(z) = 202

estado-g: g(z) = 203
- estado-h: h(z) = 203

E4: Atuador da Vialvula
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- se x12 entao A4 é ativado, logo f(z) = z12

- se z12 entao A4 é desativado, logo f(z) = 12

- estado-g: g(z) = 204

- estado-h: h(z) = 204
Passo 4: obtencao das regras operacionais.

Obtemos as regras operacionais aplicando as funcoes l6gicas na forma
expressa pelas sentencas 5.2 e 5.3. Para o exemplo, temos:

(R0): Sensor Optico

LO: se< X0 > < 200 >entao < z00 >
D0O: se < X0 > < 200 > entao < z00 >

(R1): Sensor Lazer

L1: se < X1 > < 201 > entao < z01 >
D1: se < X1 > < 201 > entao < z01 >

(R2): Relé
L2% se < 200 > < 202.212 > entio < z02.212

L27: se < 201 > < 202.212 > entao < z02.212 >
D2 se < 200. 201 > < 202.212 > entdo < 202.212 >

(R3): Atuador do Motor

L3 se < 202 > < 203 > entao < 203 >
D3 se < 202 >< 203 > entdao < 203 >

(R4): Atuador da Viélvula

L4: se < 212 >< 204 > entao < 204 >
Dj: se < 212 > < 204 > entdo < 204 >

Observamos que as variaveis de estado X0 e X1 figuram apenas nas

expressoes L0 e L1 das regras R0 e R1, respectivamente. Portanto, sdo
variaveis de entrada. Por outro lado, as varidveis 203 e 204 figuram apenas
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nas fungoes de estado (ver expressoes L3, D3, L4 e D4 das regras R3 e R4),
logo sdo variaveis de saida. Dessa forma estabelecemos os vetores Vi e Vo,
como respectivamente o vetor de entrada e saida, conforme descrevemos a
seguir.

-vetor de entrada Vi = (X0, X1)
-vetor de saida Vo = (203, 204

Podemos apresentar a relacdo entre as entradas e saidas do sistema da
figura 5.20 através da seguinte tabela:

|| X0 | X1 | z03 | z04 | motor | valvula ||

0 0 1 1 parado aberta
0 1 0 0 movimento | fechada
1 0 0 0 movimento | fechada

Tabela 5.1: Relacao entre Vi e Vo

Tendo obtido as regras operacionais, a préoxima etapa é a obtencdo dos
modelos elementares a partir destas regras. Apresentamos este procedimento
a seguir:

5.2.7 Modelagem e Validagao

Conforme os passos Al e A2, que apresentamos no inicio da secdo 5.2.4,
temos:

Passo A1 - Construcao de Modelos Elementares

Considerando a regra operacional (R0) e os passos A1.1, A1.2 e A1.3,
temos:

A1.1 - determinacdo das transicOes: os eventos originam as transicoes.

A1.2 - determinagao dos lugares de Entrada (eventos externos): os e-
ventos externos sao representados por lugares de entrada, por exemplo: a
variavel X0 torna-se o lugar X0, incidéncia de luz sobre o sensor e a variavel
X0 torna-se o lugar X0; ndo incidéncia de luz sobre o sensor.
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A1.3 - determinacdo dos demais lugares: as demais varidveis sao repre-
sentadas por lugares, por exemplo: a varidvel z00 torna-se o lugar z00.

Baseado nessas consideragoes, obtemos o modelo NO conforme mostra

figura 5.21.a, onde a ficha no pI representa o contato associado (s0) no
estado aberto.

Empregando o mesmo procedimento, obtemos os demais modelos ele-
mentares. Mostramos estes modelos na figura 5.21.

lo
X
0 X00
X X00
dg
(a) Eo
X 11
1 * 01
X1 X_01
dq
1
(b)lEl . 4
x ’ 12 *o4
02 X03 _—
~ —_
— X
X02 X0 2 d 04
d 03 4
(d)E33 (e)E,

Figura 5.21: Modelos Elementares

Passo A2 - Construcao do Modelo Global N

O modelo global do controle do sistema é formado pela composicao dos

modelos elementares, através da fusio de lugares de mesma denominacao,
conforme mostramos através da figura 5.22.

5.2.8 Elemento de Falha de Vetor Sintoma
- Elementos de Falha

Conforme mostrado na se¢ao 5.2.2, para todo acionador A; pode-se de-
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Figura 5.22: Modelo Global

terminar uma funcao fj(z), denominada funcao de excitacao, de forma que:

se fj(z) = 1, poderd ocorrer o evento Lj e se fj(z) = 1, poderd ocorrer o
evento Dy,

Na verdade as funcoes fj(z) estabelecem as condigbes em termos de va-
ridveis de estado para a ocorréncia dos eventos Ljou Dj. Daqui por diante as
varidveis de estado que figuram nas fungoes f(z), com excecao das variavies
de entrada (etiquetas) e das varidveis de saida, serdo chamadas de variaveis
de falhas. Portanto, os lugares correspondentes as variaveis de falha serdao
denominados lugares de falha.

Como demonstrado anteriormente, as redes modeladas a partir destas
estruturas, que representam componentes de dois estados, como sdo os com-
ponentes estudados no escopo deste trabalho, tém para todo lugar de falha
pf um lugar dual pf correspondente. Uma transicio no modelo global que
tem simultaneamente um mesmo lugar de falha como entrada e saida, sera
chamada transicao de falha tf.

Considerando-se o modelo da figura 5.22, temos o seguinte conjunto
que relaciona transicoes e lugares de falha:{(d2, z00, z01); (12, z00); (12/, z01);
(13,202); (d3, 202); (14, 212); (d4,212)}. Apresentamos também um outro
conjunto que relaciona os lugares com seus respectivos lugares duais:

{z00,z00}; {01, z01}; {202, 202}; {212, z02}.

Como mencionado, o controle do sistema possui duas estruturas bdsicas:
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objetos acionados e acionadores. Dessa forma durante a operacao do siste-
ma poderd ocorrer, a qualquer instante, falhas em objetos acionados e/ou
acionadores. Portanto, o diagnosticador deve ser capaz de apresentar ao
usudario dois tipos listas, ou seja: lista-A: relaciona acionadores defeituosos
e a lista-S: relaciona objetos acionados defeituosos. Logo, a lista-A contém
transicoes tf enquanto que a lista-S, os lugares pf.

- O Vetor Sintoma

Considerando-se a tabela 5.1, para o vetor de entrada Vi = (0, 1), temos
o vetor de saida Vo = (1,0). Entretanto o sistema pode apresentar falhas,
como, por exemplo, o motor nao girar. Portanto, o sintoma, em termos da
safda, serd Vs = (0,0) (vetor sintoma). Deste modo, denominamos vetor
sintoma (Vs) todo vetor de saida obtido em um estado de falha.

5.2.8.1 Principio do Diagndstico

O diagndstico de falhas é feito através da desabilitacdo das transicoes habi-
litadas para um sintoma (Vs) apresentado, ou seja, removendo-se as marcas
dos lugares de falha que habilitam as transicoes, para os lugares duais cor-
respondentes, até a obtencio de uma marcacdo estavel. O diagnéstico é,
portanto, a negacdao dos eventos e das condicoes observadas. A implemen-
tacao de sistema de diagnéstico, baseia-se em um simulador de redesde Petri
e uma funcao que faz o diagndstico.

e func¢do Simulador: simula a evolu¢ao dos estados do sistema de controle
modelado.

e funcdao Diagnosticador: o médulo de diagnéstico utiliza a estrutura
matricial que representa rede do sistema e a marcacao fornecida pelo
simulador. O simulador utiliza como informacdes adicionais, os estados
das entradas do sistema, ou seja, os eventos externos associados. Com
estas informagoes o simulador parte da marcacao inicial até a obtencao
de uma marcacgao estavel. A partir desta marcacao, o sintoma deve ser
fornecido. Baseado neste sintoma, o médulo de diagnéstico investiga
quais eventos nao deveriam ter ocorrido e que condigoes nao deveriam
ser verdadeiras e concorreram para a falha.

Baseado nesse principio, apresentamos a seguir um procedimento que
descreve as acgbes do sistema de diagnéstico de falhas.
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0) Ler estrutura e estado inicial da maquina.

1) Evoluir o modelo a partir de seu estado inicial até o estado que seria
alcancado, caso nao tivesse ocorrido a falha.

2) Modificar a marcagao de saida obtida no passo 1) conforme vetor
sintoma Vs,

3) Colocar todas as transicoes habilitadas na lista-A,

4) Desabilitar cada transi¢ao, armazenada na lista-A, removendo-se as
fichas de seus lugares de falha para os respectivos lugares duais,

5) Colocar na lista-S os lugares de falhas decorrentes do passo 4),
6) Enquanto houver transicoes habilitadas, repetir os passos 3), 4) e 5),

7) Converter as informagoes da lista-A e lista-S em informagoes de alto
nivel para o usuario.

5.2.8.2 Aplicagdo do SDF

Para exemplificar a construcdo das lista-A e lista-S pelo diagnosticador,
considera-se o exemplo da figura 3, onde, a principio, tem-se a esteira para-
da e a valvula aberta. Quando o recipiente enche, a valvula é fechada e a
esteira entra em movimento. No entanto, uma falha ocorre: a esteira nao se
movimenta. Neste caso, o vetor sintoma é Vs = (0, 0).

Mostra-se a seguir como o SDF efetua o diagnéstico para este sintoma.

estado inicial S0:

M(z0) = 1, M(z1) = 1, M(200) = 1, M(z01) = 1, M(202) = 1,
M(z12) =1, M(203) =1, M(204) =1

Passo 1:

Evoluindo-se o modelo apartir do estado inicial (ver figura 5.23) até a

obtencao de uma marcagao estavel (ver figur 5.24), temos uma ficha nos

seguintes lugares:

estado Se:

M(z0) = 1, M(21) = 1, M(z00) = 1, M(z01) = 1, M(z02) = 1,
M(z12) =1, M(z03) =1, M(z04) = 1

Passo 2:

Modificando-se a marcacao dos lugares de saida conforme vetor sintoma
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Figura 5.23: Estado S0

Figura 5.24: Estado Se
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Vs = (00), temos uma ficha nos seguintes lugares:

M(z0) = 1, M(z1) = 1, M(200) = 1, M(z01) = 1, M(202) = 1,
M(212) =1, M(203) =1, M(204) = 1

Observe-se que se moveu uma marca do lugar M (z03) = 1 para o lugar

M (203) =1 (ver figur

Figura 5.25: Sintoma

Passo 3:

Dentro da marcacdo obtida no passo 5, temos apenas a transicio [3
habilitada. Portanto, deve ser listada na lista-A, ou seja:

lista-A: 13
Passo 4:

Desabilita-se a transicio do passo 6 movendo-se a marca do lugar de
falha z02 para seu lugar dual z12. Isso conduz a seguinte marcagao (ver

figura 5.26):

M(z0) = 1, M(z1) = 1, M(z00) = 1, M(201) = 1, M(z12) = 1,
0 =

200) = 1

M(z02) = 1, M(z03) = 1, M(z
Passo 5:
Move-se o lugar 02 de falhas para a lista-S, ou seja:
lista-S: 202

Passo 6:
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Figura 5.26: Desabilitacao de [3

Verifica-se que, dentro da marcacao do passo 5, ndao existem mais tran-
sicoes habilitadas. Portanto, para este sintoma o diagnéstico estd determi-
nado.

Passo 7:

Nesse exemplo o contetido das listas A e S pode ser relacionado com o
diagrama elétrico da figura 5.20 através das seguintes mensagens:

lista-A: A3 [desativado]
lista-S: s02 [aberto]

Estas mensagens informam ao usudrio que o Acionador A3 estd desati-
vado ou que o contato s02 ndo estd fechando. De fato o diagndstico estd
correto, visto que se A3 ndo é ativado (acionador do motor estd danificado)
ou s02 nao fecha (que é o contato que aciona A3) a saida V's corresponde
ao sintoma apresentado.

5.3 Algumas Consideragoes

Neste capitulo apresentamos a modelagem de sistemas de software e hard-
ware através das redes de Petri. Incialmente modelamos a linguagem de
programa c¢ao para sistemas concorrentes OCCAM. Modelamos os processo
primitivos e seus combinadores de processos. Para ilustrar o método, apre-
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sentamos uma série de pequenos exemplos em que descrevemos os processos
primitivos, os combinadores da linguagem e os respectivos modelos em redes
de Petri.

Apresentamos também uma metodologia para a especificacao de siste-
mas de controle industrial, adotando o processo botton-up para a modela-
gem desses sistemas. Nessa metodologia, capturamos o comportamneto dos
dispositivos que compoém o sistemas, através do que denominamos regras
operacionais. Tendo capturado o comportamento dos dispositivos, o pas-
so seguinte foi transcrever as regras operacionais para redes de Petri (mo-
delos elementares). O modelo do sistema é obtido através da composicao
dos modelos elementares. O processo de combinaciao dessas redes garante
a manutencao das propriedades dos modelos elementares no modelo global
do sistema. Apresentamos ainda, um método de diagnéstico de falhas dos
sistemas de controle industrial utilizando-se os modelos obtidos segundo o
método de modelagem apresentado.

Podemos observar, portanto, a potencialidade das redes de Petri como
técnica para a descricao e andlise de propriedades de sistemas que tenham
atividades concorrentes, observando também o seu poder de abstracao.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Dedicamos este capitulo para alguma consideracoes finais e para apresentar-
mos algumas das aspectos que tém sido tema de pesquisas no contexto das
redes de Petri, atualmente.

Inicialmente, apresentamos sumariamente os assuntos tratados em cada
capitulo:

Na introducgao, apresentamos um historico das redes de Petri, procuran-
do situar o desenvolvimento e areas de aplicacdo, sendo, também, descrito
os conceitos bdsicos, tais como: estrutura, marcacao, grafo de marcacoes
acessiveis etc. No capitulo 2, apresentamos a modelagem de problemas
cldssicos, procurando ressaltar, ao leitor, o poder de modelagem das re-
des de Petri. No capitulo 3, tratamos das propriedades estruturais, com-
portamentais, assim como dos métodos de andlise para a verificagdo destas
propriedades. No capitulo 4, apresentamos algumas extensoes as redes de
Petri e finalmente, no capitulo 5, apresentamos o uso das redes de Petri, na
modelagem de programas escritos em liguagem de programagao concorrente
e na modelagem e diagndstico de falhas em sistemas de controle industrial.

Atualmente, diversos esforcos feitos, por diferentes grupos situados na
Europa, Estados Unidos da América e Asia, tanto na pesquisa de aspectos
tedricos, quanto no estudo aplicado das redes de Petri [85]. Nos estudos
que tratam sobre os aspectos tedricos das redes de Petri, podemos destacar
pesquisas que estudam equivaléncia e bissimulacao, dlgebras e métodos de
prova e o estudo de classes estruturadas de redes. Podemos, também, desta-
car algumas linhas de pesquisa que tratam sobre os aspectos aplicados das
redes de Petri, entre estas as que fazem estudos correlatos as linguagens de
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programacao, estudos sobre redes de alto nivel, especificacao e estudos de
Casos.

O grupo de pesquisa da UFPE/UPE, tem desenvolvido trabalhos diversos
que fazem uso de redes de Petri. Dentre alguns desses trabalhos, podemos
destacar a aplicagdao das redes de Petri no processo de paralelizacao de cédigo
e o uso destas como formato intermediario entre linguagens, no diagnéstico
de falhas em sistema de controle industrial, na modelagem de sistemas di-
gitais, na captura de requisitos temporais e modelagem de arquitetura de
computadores no contexto do hardware/software codesign e na especificagao
de protocolos de comunicacao.
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Apéndice A
Teoria Bag

Neste apéndice apresentamos uma breve introducao a teoria bag.

Definigdo A.0.1 - Bag: definimos um bag M sobre um conjunto ndo-vazio
C, por uma fungio M : C — IN, onde m(c) representa o nimero de o-
corréncia do elemento c em M.

Utilizamos o simbolo [] para denotarmos os bags e {}, para os conjuntos.

Alternativamente, podemos representar o nimero de ocorréncia de um
elemento em um bag, pela representagao explicita dessa desse elemento n
vezes, ou seja, My = [2a,b,3¢] = [a,a,b,c,c, c].

Definicao A.0.2 - Cardinalidade: seja 0 bag M € Cys. A cardinalidade
de M (|M|) € o total de ocorréncia de todos os elementos no bag M.

Definigdo A.0.3 - Igualdade: sejam os bags My e My € Cyr,onde Cay
€ um conjunto. M; = My se, e somente se, para todo elemento 1 € Cyy,
mq (Z) = mg(l),

Definigdo A.0.4 - Subbag: sejam os bags My e My € Car. My C My se,
e somente se, para todo elemento i, my(i) < my(7)

Definicao A.0.5 - Soma: sejam os bags My e My € Cypp. My + My = M,
onde ms(1) = mq (i) + ma(7), para todo elemento i € Cyy.
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Definigdo A.0.6 - Uniao: sejam os bags My e My € Cpr. My | My = M,
onde m, (i) = max(m4 (1), m2(t)), para todo elemento i € Cyy.

Definicao A.0.7 - Intersecao: sejam os bags My e My € Cyy.

My My = M, onde m;, (i) = min(mq (i), mz(?)), para todo elemento
1€ Cy.

Definicao A.0.8 - Diferenca: sejam os bags My e My € Cyr. My — My =
Ms, onde m4(i) = ma(i) —mi, (i), para todo elemento i € Car. myy, (i) € My,
onde M; € o bag interseccdo entre My e M.
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Apéndice B

Algebra Matricial

Neste apéndice apresentamos os conceitos basicos sobre matrizes, conceitos
esses importantes na resolucao de problemas em redes de Petri.

Definigdo B.0.9 - Igualdade: sejam as matrizes Apyn = [@ij]lmxn €
BT’XS = [bij]rx.s- 44m><n = [aij]an € BT’XS = [bij]rx.s sao iguais (A:B); se
tém o mesmo nimero de linhas (m=r), o mesmo nimero de colunas (n=s),
e todo a;; = bij-

e Tipos

Definicao B.0.10 - Matriz Quadrada: seja uma matriz A, x, —
[@iilmxn- Amxn = [@ijlmxn € dita matriz quadrada se, e somente se,
m=n.

Definicao B.0.11 - Matriz Nula: seja uma matriz Ay, x, = [@]mxn-

Apiscn = [@ijlmxn € dita matriz nula se, e somente se, a;; = 0, para
todo em i e j.

Definicao B.0.12 - Matriz Coluna: seja uma matriz Ay, xn = [@ii]mxn-
Apiscn = [@ij]mxn € dita matriz coluna se, e somente se, n = 1.

Definicao B.0.13 - Matriz Linha: seja uma matriz Ay, xp, = [@ij]mxn-
Apiscn = [@ijlmxn € dita matriz lina se, e somente se, m = 1.
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Definigao B.0.14 - Matriz Diagonal: seja uma matriz Ay g, =
(@i mxm (matriz quadrada). Ap,xm = [0i]lmxm € dita matriz diagonal
se, e somente se, a;; =0, para todo i # j e a;; # 0, para todo i = j.

Definicao B.0.15 - Matriz Identidade: seja A, xm = [@i]mxm
uma matriz diagonal. Ay, sy = [@ij]mxm € dita matriz identidade se,
e somente se, a;; = 1 e a;; =0, para todo i # j.

Defini¢ao B.0.16 - Matriz Triangular Superior: seja uma matriz
Apscm = [@ij]lmxm (matriz quadrada). Ap,xp = [@ij]mxm € dita matriz
triangular superior se, e somente se, a;; = 0, para todo i < j.

Definigao B.0.17 - Matriz Triangular Inferior: seja uma matriz
Apiscm = [@ijlmxm (matriz quadrada). Ap,xpm = [@ij]mxm € dita matriz
triangular inferior se, e somente se, a;; = 0, para todo i > j.

Definicao B.0.18 - Matriz Simétrica: seja uma matriz A, ., —
(@i mxm (matriz quadrada). Ap,xpm = [@ij]mxm € dita matriz simétrica
se, e somente se, a;; = a;;, para todo i e j.

Operacgoes

Definicao B.0.19 - Adigao: sejam as matrizes Anxpn = [@ijlmxn €
Brisxn = [bijlmxn de mesma ordem. Representamos a matriz soma
por A + B, onde os elementos dessa matriz sdo somas dos elementos
correpondentes de A e de B, ou seja, A+ B = [a;; + bif]mxn-

Propriedades: Sejam as matrizes A, it B e €' de mesma ordem:

1. A+ B=B+A
2. A+ (B+C)=(A+B)+C

3. A+ 0= A, onde 0 denota a matriz nula de mesma ordem de A

Definicao B.0.20 - Multiplicacao por Escalar: sejam a matrizes
Apiscn = [@i5]mxn € um nimero k. Define-se o produto de escalar entre
em ke A por: k- A= [ka;]mxn-
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Propriedades: Sejam as matrizes A e it B de mesma ordem e os
nameros k, k1 e k.

—

. k(A+B)=kA+ kB
(ki + k) A=k A+ kA

.0-A = 0, isto é, a multiplicacdo do escalar 0 por uma matriz
resulta na matriz nula.

ki (kyA) = (kiky) A

W N

o

Definicao B.0.21 - Transposicao: seja a matriz Ay xn = [@ij]mxn-

T
= [bijlnxm, onde b;; = a;;.

Define-se a matriz trasposta A, .

Propriedades: Sejam as matrizes A e it B de mesma ordem, as
AT ¢ BT as respectivas matrizes transposta e o escalar k.

1. Uma matriz A é simétrica se, e somente se, A = AT
2. (A+B)T = AT 4+ BT
3. (kA)T = kAT

Definicao B.0.22 - Multiplicagdo de Matrizes: sejam as matri-
zes Apsn = [@ijlmxn € Bnxp = [brslnxp. Representamos a matriz
produto por AB = [coylmxp, onde czy = 37— aorbry = azibiy + ...+

Agnbyy .
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Apéndice C
Teoremas

Teorema C.0.1 Uma rede de Petri R = (P,T,1,0,K) € estrutural-
mente limitada se, e somente se, existe um vetor de inteiros positivos
W com dimensdo #P tal que W - C < 0.

Prova:

Seja uma marcagao M € A(R, My), de forma que multiplicando-se o
vetor de inteiros positivos pela equacgao fundamental das redes de Petri,
temos:

WM =W.My+ W.C3

Sendo W.C < 0 e3> 0, temos:
W.M < W.Mg

Entao a marcagao de cada lugar da rede é limitada a:

M (p) < (W.My) /W (p)
onde W(p) é p-ésimo componente do vetor W.
Teorema C.0.2 Uma rede marcada N = (R; My) € dita conservativa
se, e somente se, existe a um vetor de pesos W = (wy, wy, ..., w,), de

inteiros positivos tal que, W -C =0, onde n = #P
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Prova:

Seja a equacao fundamental M = My+C'.5 e vetor de inteiros positivos
W, entao:

W.M =W.My+ W.C'3
Sendo W -C' =0, temos: W - M =W - M,

Teorema C.0.3 Uma rede marcada N = (R; M) € dita parcialmen-
te conservativa se, e somente se, existe a um vetor de pesos W =
(w1, wy, ..., w,), de naturais de forma que, W -C =0 e W # 0, onde
n=#P

Prova:

Seja a equacdao fundamental M = My 4+ C.3 e vetor inteiros nao-
negativos W > 0, entao:

WM =W.My+ W.C3
Sendo W - C' =0, temos: W -M =W - My

Teorema C.0.4 Uma rede € repetitiva se, e somente se, exriste um
vetor caracteristico s de inteiros positivos, tal que C.3> 0 e35#0

Prova:

Seja a equacao fundamental M = My + (.5 e um vetor caracteristico
51 de inteiros positivos, que representa o nimero de disparo de cada
transicdo em uma seqiiéncia s, tal que C' -57 > 0. Entao, existe uma
marcacao M > M. Sendo assim, a seqiiéncia s; pode ser repetida
indefinidamente. Entao, todas as transicao sempre podem ser dispa-
radas.

Teorema C.0.5 Uma rede € parcialmente repetitiva se, e somente se,
existe um vetor ndo-nulo (s # 0), cujos componentes sido nimeros
naturais e C.5 > 0.
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Prova:

Seja a equacdo fundamental M = Mo+ C'.5 e um vetor caracteristico sy
de IN, nao-nulo, que representa o niimero de disparo de cada transicdo
em uma seqiiéncia 1, tal que C' -57 > 0. Fntdo, existe uma marcagdo
M > My. Sendo assim, a seqiiéncia s; pode ser repetida indefinida-
mente. Logo, algumas das transicdo sempre podem ser disparadas.

Teorema C.0.6 Uma rede € consistente se, e somente se, existe um
vetor 3 nao-nulo (s # 0) de inteiros positivos, tal que C.5= 0

Prova:

Seja a equacdo fundamental M = Mg + C.5 e um vetor caracteristico
51 > 0 de inteiros positivos, que representa o nidmero de disparo de
cada transicdo em uma seqiéncia s1, tal que C -357 = 0. FEntdo, ao
disparar-se a seqiiéncia s; retorna-se d marcacdo inicial, isso significa
que a seqiiéncia pode ser repetida indefinidamente. Desta forma, todas
as transicdo sempre podem ser disparadas.

Teorema C.0.7 Uma rede € parcialmente consistente se e somente se
existe um vetor 5 nao-nulo (5 # 0) de naturais de forma que C.5= 0.

Prova:

Seja a equacdo fundamental M = Mg + C.5 e um vetor caracteristico
51 > 0 de IN, que representa o nimero de disparo de cada transicdo
em uma seqiéncia s, de forma que C' -3y = 0. Fntdo, ao disparar-
se a seqiiéncia sy retorna-se a marcacdo inicial; isso significa que a
seqiiéncia pode ser repetida indefinidamente. Desta forma, algumas
das transicoes sempre podem ser disparadas.
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