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elos Temporizados
-

Com todos estes pontos de vistas, diversos modelos tém
S 0stos na literatura para tratar (modelar e analisar)
0s sistemas sob o ponto de vista temporal.

-

Dentre os’odelos temporais, podemos ressaltar:

Logicas Temporais: Linear Time Temporal Logic, C.
T L

Algebras de Processos Temporais : 7imed CSP
Autdmatos Temporizados

Cadeias de Markov

Redes de Fila

Redes de Petri Temporizadas: 7imed PN, Time PN, SPN, GSPN,
DSPN

“_ Inter etagoes do Tempo -
&

Amnogéordertemporpode ser representada de diversas maneiras
istemas computacionais.
€ definido a partir de relac6es de precedéncia entre
eventos perm g“ iéstabelecer ordens causais entre conjunto de
eventos.

lk um tempo métrico que permite representar
uantitativamente a'distancia entre eventos e estabelecer ordens
totais entre eventos.

Tempo Continuo seque a natureza uniforme e continua do tempo fisico

e é isomorfo ao conjunto dos reais.

Tempo Discreto & uma simplificacdo do tempo continuo onde a relagdo
de isomorfismo é com o conjunto dos naturais.

Tempo Global _|

Tempo Local

’A‘e de Desempenho

-

%erminl’stica
Melhor.e pior casos
Probabilistica
Valores provaveis
Operacional
Informagoes observaveis

Analise exaustiva

Medidas obtidas do sistema real
Prototinos

g Imos Temporizados

Modelagem para Andlise de Desempenho

K

Anélisé Operacional
Modelos para Simulacdo
Modelos Analiticos

Cadeias de Markov

Teoria das Filas

Redes de Petri Estocasticas

Algebras de Processo Estocésticas




em para Analise de
esempenho

umas destas classes de modelos temporizados
Wm a analise temporal dos sistemas seja sob o
ponto de vista deterministico ou sob o ponto de vista

probabilistico. Para modelagem e avaliacdo de sistemas

criticos, s80'de particular interesse os modelos que Tempo de resposta
possibilitem a representagao de tempos fisicos e ndo

apenas o tempo l6gico. T/?/joug?pUt
Os modelos que possibilitam a especificagdo do tempo Utilizagao
fisico, podem representar os tempo de foras distintas, por Capacidade

exemplo: Confiabilidade
por Intervalos Taxa de descarte

de forma Deterministica
de forma Probabilistica

~ uNetaggo de Kendall
. K Servidores

fnélise Operacional ~ distribiiglo

do tempo.entre
chegadas.

Informagoes observaveis B — distribuigdo
do tempo de servigo.
m — nlmero de
servidores. ,B ={M,D,G,E}
4 *M - Markovian,
K'= capacidade de +D - Deterministica,

armazenamento. -G — General
*E - Erlangian

Jeff Buzzen and Peter Denning

g ‘agﬁo de Kendall it ﬁise Operacional

/ I# mK Exemplos: Varidveis operacionais
- ibuigdo M/M/1 + Tt Periodo de observagdo
do tempo entre K M/M/1/K - K: Ndmero'de recursos do sistema
chegadas. M/G/2 - Al l‘gro total de solicitages (ex:.chegadas) do
B — distribuicgo recurso i no periodo T.
d « Ap: Numero total de solicitagdes (ex:.chegadas) ao
do tempo de servico. sistema no periodo T.
m — numero de . C;: Numero total de servicos finalizados pelo recurso
servidores. i no periodo T.
K = capacidade de + Cy: NUmero total de servigos finalizados pelo
armazenamento. sistema no periodo T.

+ Muitas vezes quando K e m s&0 e, + B Tempo de ocupagdo do recurso i no periodo T.
estes termos séo omitidos ou usa-se




g ﬁise Operacional e ﬁise Operacional

IVQ cas derivadas (derived measures) Eﬂol
© Tempo meédio de servico por finalizagdo relativa Supon ao se monitorar uma processador por um

ao recurso i Si = Bi/Ci periodo de 1 minyverificou-se que o recurso esteve
- Uig Fempo médio de servico por finalizagdo relativa ocupado pom36s. O numero total de transagdes que
ao recurso i; Ui = Bi/T chegaram ao sistema € 1800. O sistema também finalizou

- Xi: throughpt (ex.: finalizacBes por unidade de a execugao de 1800 transagOes no mesmo periodo.

tempo) do recurso i; Xi = Ci/T

. Ai: taxa de chegada (ex.:, chegadas por unidade 1. Qual a taxa de chegada ao sistema ()?
de tempo) ao recurso i; Ai = Ai/T 2. Qual é o throughput do sistema (X)?

- X0: throughput do sistema; X0 = CO/T 3. Qual é a utilizagdo da CPU(Ucpy)?

. Vi: Namero médio de visitas ao recurso i por 4. Q_ual é o tempo médio por transagdes finalizadas pelo
solicitagdo; Vi = Ci/CO sistema (So)?

d ‘Tise Operacional

d ‘Tise Operacional

E impo € salientar que o unico recurso do sistema &

a CPU, portanto:as métricas associadas a CPU serdo
as mesmas associadas ao sistema.

E impo € salientar que o unico recurso do sistema &

a CPU, portanto:as métricas associadas a CPU serdo
as mesmas associadas ao sistema.

L omdan By =244

AC - :"_%UG Y honalTigus

& = 4500 {roviedivicns
R - ® $p:%) = G
KA '%Jae - (’/\j_ s &z
- 2 pz Rew
N2 A 306m ):ggf)clg Z)

Yon T 1300 2B0%H

—
| =

3 ‘fise Operacional
U@im Lan

Exemplo: Corﬁere gue 125 pacotes por segundo chegam a
— %9 X um roteador e que'e roteador leva em media 2 milisegundos
= Jj X A para tratar o pacote. Portanto:

U; = 0,002 % 125'= 259
Relacionamento da utilizacao de um dispositivo com o seu
throughput.




,‘- - 2 -
JAnalise Operacional
Eregpl?
-
A banda passante'de um /ink de comunicacio é 56000

bps. Pacotes de 1500 bytes sdo transmitidos ao /ink a
uma taxa de 3 pacotes por segundo

Qual é a utilizagao do link?

d ‘Tise Operacional

F_@@ oW Layy;

-
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X = 2 — =W

T C, TG, T

Uma maneira interessante de relacionar o trhoughput do sistema ao
throughput dos recursos.

U]
* JAndlise Operacional

Servjce Demand. Law
SEIVjcENeiand. de um recursos é o tempo médio
total c Uma transacao passa em no recurso.

Da Utilizationitay temi-se:

Ui = Xf X Si

Da Forced Flow: Law;, tem-se:

=

Portanto:
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- ‘Tise Operacional

AGEG. [OW LA

Exemploz supofiha queitoda vez que executa uma transagdo
faz-se 2 acessos alima unidade de disco. Se 5,6 transacdes
sao finaziladas por segundo, portanto:

X; = 2% 5ot =" 188 oR

U]
mse Operacional

5' .fge PEmiad Lan
Uisz,‘Vi X Xog X8 =D; xX,
-

Portanto;

Observe que a utilizacdo U; do dispositivo [ é diretamente proporcional a
demanda D; (service demand), portanto o dispositivo com mais alta
demanda max;{D,} tem a mais alta utilizacdo e é o “gargalo” do sistema.
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~ JAndlise Operacional

oy
Con: que um Web Serverfoi monit o por 10

min e que a CPUiesteve ocupada por 90%. O /og do
Web Serverregistrou 30.000 solicitagbes
processadas. Qual é a CPU Service Demand (Dcpy)
relativa as solicitacoes ao Web Server?

T =10 x 60s = 600s
X, = 30.000/600 = 50 solicitagoes por segundo.
Depy = Ucpu/Xg = 0,9/50 = 0,018 s/solicitagdo

' n Analise Operacional
g ‘Tise Operacional

p|04 Suponha um departamento composto por cinco recursos
1, R2, R3 e R4). Esse departamento foi monitorado por um
periodo'de 6 horas. Verificou-se que R1 esteve ocupado por 4h25min, R2
por 4h5min, R3 porﬂllSmin e R4 por 3h56min. O nimero total de
transagdes chegaram ao deparamento foram 96. O sistema também R3
finalizou'a'exectiao de 96 transagoes no mesmo periodo. O niimero total
de chegadas a cada recurso e as respecitiva finalizagdes sdo A,= C,;=60, AL CL BI A3, C3, B3
,=110, A;="C3=100 e A,= C,=55. Z
. Qual a taxa de chegada ao sistema (1,)? V2 82 D2 i V4 S4 D4 U4
. Qual é o throughput do sistema (X,)?
. Qual é a utilizagdo de cada recurso (U;)? R2
. Qual é o tempo médio por transagdes finalizadas por cada recurso do
sistema (S;)? A2 o B3
. Qual é o nimero médio de visitas por recurso (V;)? T A4, C4, B4
. Qual é tempo médio de uma transagdo qualquer (ndo necessariamente
a que visitou o recurso i) no recurso i (D;)?

V3 §3 D3 U3

R4

Analise Operacional A Analise Operacional

Vi s1 piul V3 $3 D3 U3 Vi si_pi Ul Vi s3 D3 U3
RI R3 =6 RI R3

AL CLBI 43,C3,B3 / AL CLBI 23, €3,B3
V2 S2_D2 12 V4 S4 D4 U4 5 = V2 52 D2 2 ViS4 DaU4

&2 R4 &2 R4

42,283 A4, C4, B4 . A4, C4, B




' JAnélise Operacional

Little’s Law

e

A lei de Little também é uma lei operacional, pois utiliza apenas

informagdes mensuraveis. Adotamos essa lei para relacionar o tamanho
da fila N, de um dispositivo i ao tempo de resposta deste dispositivo R,
. . . A
em fungédo do nimero de chegadas (4;) observadas no periodo (T). 4 =7
N — Niimero de clientes no sistema
X — Throughput

R — Response time
W — Waiting time
S — Service time

Um call center precisa redimencionar o numero de atendentes em fungdo
de uma previsdo de crescimento de demanda. Atualmente o call center
recebe 20000 chamadas diarias. Espera-se que esse nimero chegue a
30000 chamadas didrias em 6 meses.

Os estudos mostram que 75% das chamadas diarias ocorrem num

intervalo de 3 horas e a duracdo média das chamadas ¢ de 5 minutos.

A empresa adota como meta um nivel de utilizagdo de 70% para os
atendentes.

Quantos atendentes a empresa deve ter em 6 meses?

O numero de atendentes necessarios pode ser estimado através da Little’s

Law, considerando R =C

N=XXR

N =125 x7,142857 = 892,6571 antendentes.

Quando ndo hd fila e se considera apenas um servidor, a Little’s
law corresponde a Utilization law:
e R=S

O peak throughput nos proximos 6 meses sera:

X =75%x 30000 chamadas
3 horas

125 chamadas por minuto

= 7500 chamadas por hora =

Se a durac8o média das chamadas é de 5 minutos,
ent8o para se ter uma utilizagdo de 70%,
a frequéncia entre chamadas é:
U=Ax$§
0,7=Ax5
1 =0,14 chamadas por minuto

11 :
C= i rrini 7,142857 minutos

(€- tempo entre chamadas)

' JAnélise Operacional

eral Résponse Time Law

A Little's law pode ser aplicada a aualauer parte
do sistema. basta apenas que o tluxo esteja “balanceado™.
Portanto, pode-se aplici-la a parte central do
sistema’(servidores) ¢ ao sistema periférico (clientes).

N é o nimero total de transacdes
no sistema, R € o response time, ¢ X é o
throughput do sistema.

N=XXR

Clientes. Servidores

™~

Dado que N, ¢ o nimero de transagdes
em cada dispesitivo, IV pode ser calculdado:

N=Ny + N, +-+ Ny



- ‘fise Operacional
eneral Response Time Law

Dividindo-se ambos os lados por X, tem-se:

R=V, X Ry +V, X Ry + Vi X Ry

M
R= Z V. x R, Clientes
i i
i

* JAnélise Operacional

Interactive Response Time Law

Se considerarmos um periodo T, cada cliente gerara:

T - .
5z solicitagoes no periodo T.
Se considerarmos N clientes, teremos:

LEX) solicitagdes no periodo T
R+Z ¢ P :

Portanto, o throughput do sistema é:

N x
X=

- ‘fise Operacional

Bottleneck Analysis

- ‘fise Operacional

Interactive Response Time Law

Em um sistema interativo, os clientes fazem uma solicitacdo a um
sistema servidor, o sistema servidor processa essa solicitacio e devolve
um resultado ao cliente. Apds um periodo de espera (think time) Z. o
cliente faz nma nova solicitacio. Se o system response time ¢ R, o
tempo total desse ciclo ¢ R + Z.

Servidores

Cliente Pensando, Z (think time) Processa, Response Time

Envia de Resultado

" JAnélise Operacional

- /e;eck Analysis

Observe que a utilizagdo U; do dispositivo i é diretamente proporcional &
demanda D, (service demand), portanto o dispositivo com mais alta
demanda max,{D;} tem a mais alta utilizac3o e € o “gargalo” do sistema.

Sistema com N componentes em pardelo

Todas atividades comegam no mesmo momento, mas a tarefa “maior” s6 finaliza
quando todas as atividades finalizarem.

- ‘fise Operacional

o -
Bottleneck Analysis
Portanto, R =D
Considere agora outra situagdo limite: um sistema composto por N componentes

em série e que o clientes tenham um think timeZ.

Sistema com N componentes Portanto. R = b

E como sabemos que

x="

D=DI1+D2+. +DN

E como sabemos que
N/D X=

et Limites

Consequentemente:

B 1
X= min {Dm



Boeneck Analysis
Prob

Considere um servidor de email que ¢ composto de um processador e duas
unidades de disco (disco 1 e disco 2). Cada transagio a esse sistema, faz sete
acessos ao disco 1 ¢ oito acessos disco 2, assim como dezesseis acessos ao
processador. O service time do disco 1 e disco 2 ¢ 20 e 30 ms, respectivamente.
O service time do processador é 10 ms.

a. Qual ¢ o dispositivo “gargalo” do sistema?

b. Qual é o tempo de response time do sistema?

¢. Qual ¢ a utilizagdo maxima da configuragdo atual desse sistema?

d. Qual é o throughput méximo desse sistema?

8lagem de Fenomenos
Aleatérios

Representagao
dos parémetros

de entrada
Modelo
Al e i
Estatl Probabilistico

Resultados

Validagao

&adelo de Probabilidade
+

-—

Considere um experimento que consiste ho acionamento
do condicionador de ar, com dois possiveis resultados

mutuamente exclusivos: § — Sucesso F — Defeito (Failure)

Portanto: Q= {S, F}
§={S}{F}L{s,r}, ¢}
P({Sp=p
P({FrPp=1-p
Ps,FHN =1
P(¢) =0

Utilization Law:

Forced Flow Law:

Service Demand Law:

Little’s Law:

Interactive Response Time Law

‘Modelo de Probabilidade =
+

1 aco amostral (Q): um conjunto de todos
ossiveis “estados” observaveis (eventos

elementar) de um fenomeno aleatorio.
Con]ﬁo de eventos (S): um conjunto de
todos sub-conjuntos de Q.
Probabilidade dos eventos (P): a
probailidade de ocorréncia de um evento
observavel.

PMé atupla: PM = (Q, S, A).

isp‘ago,Amo stral

Aabllldade de um evento representa a chance de que o resultado

de imento resulte na ocorréncia do evento.
. J k
Assume-se que 0s experimentos s3o aleatorio.

Um experimento aleatério pode ter muito resultados. Cada resultado é
um ponto amostral (evento elementar) e tem uma probailidade.

Um espaco amostral Q : um conjunto de todos os possiveis “estados”
observaveis (eventos elementares) de um fenémeno aleatdrio.

Finito (ex.: execugdo das agOes associadas a opgdes de um if;
dois resultados)

Countdvel (ex.: nimero de vezes que “corpo” de um lago while é
executado; O espago amostral por ser finito ou contavel infinito.)

Continuo (ex.: tempo de falha de componente)




‘ ’ Eventos r

Um evento £¢é uma colecao de zero ou mais pontos
a IS (evento elementar) de Q. Um evento £é
um sub-conjunto de Q.

= RS

Q € o evento universal e o conjunto vazio é
presentado por[iJ]

Qes _

Aes = Ae S

ABes=AUBANBes

; Diagrama de Venn
U Intesecao de Eventos

-

Intersecdo Espago amostral

\ J
LV
0 EventoB

< ‘robabﬂidade

abilidade € um valor numérico que
r senta a chance de que um evento
ocorra.
Os valores de uma Probabilidade estao entre
Oel.
A probabilidade proxima de 0 representa
grande improbabilidade de ocorréncia do
evento.
A probabilidade préxima de 1 denota que a
ocorréncia do evento é quase certa.

ventos e suas
/ ‘rqbabﬂidades

L%ento € uma colecao de pontos
amostrais. A probailidade de um evento é
asoma éas'probabilidades do pontos
amostrais.

Se pudermos identificar todos os pontos
amostrais (eventos elementares) de um
experimento e associar probabilidades a
eles, podemos calcular a probabilidade de
qualquer evento.

o ‘(ologia'e Definicoes
QeE

-
« E; = 0 — E;- Complemento
* E3 = E1NE,, intersegdo

+ E, = E;UEs, Unido

Paraneventos "
JE =E UE,..UE,
i=1

=E,NE,..NE

g ‘ ~Algebra

-

Eventos mutuamente exclusivos (disjuntos)
entos sao mutuamente exclusivos sse




3 ‘ Axiomas
Es{é%de Probabilidade: OS = (Q,S,P)
Para qualqu&r evento'A, a proabilidade de A é:

1. 1P, v Ac S
2.P(0)=1

3.Se A e B Sdo disjuntos, entdo:
P(AUB) = P(A) + P(B)

- % Consequéncias:
Even 0 muttamente exclusivos

P(UA,.): Z":P(A,)—ZP(A,.AJ)
i=1 i=1

+ Y P(AAA, }i...+( ~1)'P(AA,..A,)

i>j>k

g "onsequéncias

Esgo de Probabilidade: OS = (Q,S,P)

Sejam A e K(SEt“:omplemento) eventos

4. Se A e B sdo dois eventos que ndo sdao mutuamente
exclusivos:

P(A L B) = P(A) + P(B) - P(An B)

Principio da inclusao e exclusdo (acima)
Um método muito melhor é:

5. Soma dos Produtos Disjuntos (SDP):
f’(U;l,) P{AY + P{AL M Ag) + POAL A 1 Ag)
i=1

FPA NAy N N,y 1AL

Variaveis Aleatorias
‘Restumo

—

WVeis Aleatorias € uma funcdo que

confere um numero real a cada resultado
(do espaco amostral) de um experimento
aleatorio.

Variavel Aleatoria é uma funcdo que reflete o

resultado de um experimento aleatério. X: ® — R.
{o:0e Q X <x}xe R

d ‘ Exemplo

Fendmeno aleatorio:
Doi;reﬁadas de um teste de condicao em um if
statement.
- : .
if Bthen 7;
else £
Q= {T,E}; Conjunto de resultados
S ={@ {E}, {7}, {T E} }; Conjunto de todos os
eventos

P={0, Y2, >, 1}; probabilidade atribuidas

Variaveis Aleatorias
‘Restumo

Variaveisaleatorias continuas assumem
quaisguer valores no intervalo [a,b], onde
-o<asbhbs<+w

Variaveis aleatorias discretas assumem
apenas valores discretos.

10



Variaveis Aleatorias
‘Restmo

"Proriedade Markoviana
Auséncia de Memdria
-
Variaveis Aleatorias com Propriedade
Markoviana

Variavel Aleatéria Geométrica
Variavel Aleatéria Exponencial

. % Variaveis Aleatorias
f ‘Restimo

Flingéo de Distribuig&io de Probabilidade

Acumulativsx(CDF) de uma variavel aleatéria X,
denotada‘)r ), € definida por F(X) = P[X<x] V x e R

F(X) € uma funcdao monotonica nao-
decrescente tal que 0<F(X)<1, onde F(-=) =0
e F(«)=1

F(X) = 2y« P(Y) = F(e0)= Zyy P(Y) = 1

Variaveis Aleatorias

‘Restmo

Binomial T
Considére um experimento aleatodrio
independentes com dois resultados possiveis ( 0 e
1 por exemplo) realizados n vezes. A variavel
aleatoria é o numero de vezes que se tem
resultado 1.

o -
pmf de X é dada por: P(X=k) = k| pk (1-p)~k
k=0,1,...,n.

Ver slides de medi¢cdo

Variaveis Aleatorias
‘Restmo

Probabilitysmass function (pmf) — Seja Q um
espago'amostral discreto. p(x), que denota
uma pmf de uma variavel aleatoria X, é
definida por p(x) = P[X=x], onde x assume
valores de Q.

Variaveis Aleatorias
‘Resumo

Considere um experimento aleatorio com
dois resultados possiveis (X=0,X=1).

pmf(probability mass function) de X é dada
por: P(X=0) = 1-p e P(X=1) = p, 0<p<1

e

]

Geometrica
Considere um experimento aleatdrio
independentes com dois resultados possiveis
(0 e 1 por exemplo) realizados n vezes. A
variavel aleatoria é o nimero de vezes que
se realiza o experimento para se ter o
primeiro resultado 1.

pmf de X é dada por: P(X=k) = p (1-p)™*
k=0,1,...

11



Variaveis Aleatorias
‘Restimo

Valor Médie ou Valor Esperado

XZE[X] = X, k. P(X=k)
Uma fungao de uma variavel aleatdria
(Y=f(X)) & uma variavel aleatéria com
Valor Esperado

E[f(X)] = Xy f(k) . P(X=k)

EEVERACEES
‘Restmo
Discreta

RHMeIremomento € o valor esperado.
O&rirﬁiro momento central é 0
O'séglindo momento central (variancia)

var(X)=c? = (X-X)? =X (k-X)2 . P(X=k)
O coeficiente de variacao é a

normalizacao do desvio padrao
=0 /X

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

Weratriz de Momentos
=X+ ©2X22! + .+ X+ L

Para a=2, tem-se:

2 e g 2 adf
+ 4 I +

S1-2t+26 - T 4 -
3 315 0 315 2835

Tomando a esperanga:
E[&X] =1 + E[X] t + E[X%] t%/2! + E[X"] t"/r!
+ ...

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

D'crét'a
g_momento (em torno da origem) de

uma variavel aleatoria X é o valor esperado da
n-ésim@Ppoténcia de X

X0 = E[XM] = X kn . P(X=k)
n-ésimo momento central de uma variavel
aleatdria X é o valor esperado da n-ésima

poténcia da diferenca entre X e o valor
esperado de X (E(X) = X)

(XX)= oy (kX . P(X=k)

Variaveis Aleatorias
‘Restmo

Iw Geratriz de Momentos

Dada um%variével aleatoria X, a fungao
geratriz de' momento M,(t) de sua
distribuicao de probabilidade é o valor
esperado de #X.
My(t)=E[*]

=3 Hipy(x;) X discreta.

=] &6 (x) dx K continua.

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

-—

Mimento para obtencao dos momentos

-

Determine My (t) analiticamente para uma uma
distribuigdo particular

Ache E[XT] = d/dt" My(t)|:=o

12



‘ ariaveis Aleatorias
" 0 Restmo
Discreta

ﬁ)ulli

-

-

Pargnetro: p;

Valor Esperado = p,

Variancia= p(1-p),

Coeficiente de variacdo= (1-p)/p
Funcao geratriz de momentos

My(t) = q + pé

Variaveis Aleatorias
‘Restimo
Discreta

Geométrica™
Parametro: p;
Valor Esperado= 1/p,
Variancia= (1-p)/p?,
Coeficiente de variacao= (1-p)
Funcdo geratriz de momentos
My (t) = pe/(1-q¢)

Variaveis Aleatorias
‘Resumo
Continua
lative Distribution Function (CDF)
Fx(x) = P(XX)
Se’= y entdo: Fy(x) < Fy(y)
P(x<Xsy) = Fx(y) - Fx(X)
Probability density function (pdf)
fx(x) = dFx(X) / dx
f(x) = 0

i £ 00 O

7

Variaveis Aleatorias

‘Restimo
Discreta
ﬁnial

Parmetibs: n,p;
Vaﬁr Esperado= np,
Variancia= np(1-p),
Coeficiente de variacao= (1-p)/np
Funcao geratriz de momentos
My, () = (q + pe)"

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

t|'nua
ariavel aleatoria que pode assumir
-

qualquer valor no intervalo [a,b], onde
-oosa,@i-oo, € denominada Variavel Aleatoria
Continua.
Cumulative Distribution Function (CDF)
Fy(x) = P(X<x)
Se x <y entdo: Fy(x) < Fy(y)
P(x<X<y) = Fy(y) - Fx(%)

Variaveis Aleatorias
‘Restumo

Continua
ility density function (pdf)

fi(X) = dRg(x) / ok

Com@x(x) nao e decrescente, entdo fy(x) > 0

+oo
I RC)da=r1
X2

P(x1<X <x2)= [, fiy(x) dx

X

P(X=x)= [ f(x)dx =0

13



Variaveis Aleatorias o Variaveis Aleatorias
‘Restimo ' ‘Restimo

T ntl'r'iJa
Vaor édio' ou Valor Esperado 0 momento

__
+o0 -
X =’E‘[X] =Jx. fi(x) dx Xn —‘E[X“] NN | f,(X) dx
Uma fungao de uma variavel aleatdria (g(X)) é n-ésimo momento central

uma variavel aleatdria com Valor Esperado
+oo

+oo (X=X)= [, (x-X)" . f,(x) dx
E[g()] = = |... 9(x) - fy(x) dx

Variaveis Aleatorias o Variaveis Aleatorias
‘Reslimo 4 Restmo

-
ntinua et .
%ugdo momento central (variancia) wAd i lgeyiana

S Ausertride Memoria

‘ +oo ‘

o? = (XX)2 = [ (x-X)2. fu(x) dx Variaveis Aleatorias com Propriedade
O coeficiente de variagao e a Markoviana

normalizagao do desvio padrao
=6/ X Varlz?vel Aleatt?rla Geomeétrica
Variavel Aleatdria Exponencial

o o
L 'Prﬁlidader Condicional L 'Prﬁlidadt!.r Condicional
Seja A um evento Co Mc Aentdo

a io em um P i

espago am 'S A

probabilidade de que

ocorra um evento A

uma vez que Mtenha

ocorrido é denotado

por P(A/M) que & Caso Mc Aentdo P(4/M)=1 Caso A c Mentdo
defiEiEa. Caso A c Mentdo I P(A4/M)= P(A)
P(A/M)=P(An M) P(A//W)= E(A). P(/W)

i P(M)




/ ‘€trjbuigéo Exponencial

m Arises comn;only in reliability & queuing theory.

A non—r@gative continuous random variable.

m [t exhibits memoryless property (continuous
counterpart of geometric distribution).

m Related to (discrete) Poisson distribution

/ ‘Etrj.buigéo Exponencial

hxemplo, distribuicaioWeibull é
comumente usada para representar tempos de
falha.

m A distribuicao Lognormal é muito usada para
representar tempos de reparo.

m Markov modulated Poisson processes sao
muito usados para representar chegada de
pacotes IP que ndo obdece tempo entre
chegada exponencialmente distribuido.

Density

Distribution Plot
Exponential; Scale=100; Thresh=0

P{X>t} =e M

0,010

0,008

=0,449329
0,006
A=001 =
E[X] = I/A = 100
t=80

0,004

0,002

0,000 L —

/ ‘€trjbuigéo Exponencial

[ Es modelo € comumente usado:

— Tempo de"&gada entre pacotes IP (ou entre chamadas
de voz) =

— Tempo de'servico de um servidor de arquivo, web, db

— Tempo de falhas, tempo de reparo, de reboot etc.

m Se a distribui¢do exponencial nao € apropriada,
uma outra deve ser adequadamente escolhida.

' Distribuiggo Exponencial
"Variavel Aleatoria Exponencial
fdp encial fiy(f) = Ae™, O<st<e

CDF(t) = {1 - e M, O<t<oo
0 , caso contrério
Valor Esperado
E(X) = 1/A
Variancia: var(X) = 1/ A2
Propriedade:
N&o possui memdria

Probabiity Density Function
y=expon(x0.01)

A=0,01
=80

robabifity Density Function
y—rpon{x:0.01)

- 2=0,01
- =160

“t

115000 230,000 345000 459,512
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' Distribuigdo Exponencial u

- 80 160

Um@olo:

80 Ié)(,)
P{X>80} = & o,ow;o,449329 —

P{X>(80480) | X > 80} = P{X>(80+80) A X>80}

BRE0F probabilidade
P{X>(80+80) | X > 80}= P{X>160} Condicional
P{X>80}
P{X>(80+80) | X > 80} = e001xw0:80) = goo1x0 = (,449329

©-0,01x80

P{X>160[X>80} = P{X>80} = 0,449329

.Buigéo‘Exponencial

2
Continua

N
Exponencial’
Paramentro: A,
Valor ESperado: 1/ A,
Variancia: 1/A2,
Coeficiente de variagao: 1
Funcdo geratriz de momentos

My(t) = (1-t/A)?

-—

R(t) = e ™,
F)=1—¢M,
h(t) = A,

1
E[T] = MTTF = -,

1
Var[T] = o? =

t

' Distribuigdo Exponencial u

Variavel Aleatoria Exponencial
POt = e o

P{X>t‘| I’ >t} =P{X>t+—UAX>t} Probabilidade

P{X>t} Condicional
P{X>t+u | X > t} = P{X>t+u}

P{X>t}

P{X>t+u | X > t} = Mt =le = p{X>u}

e'}.t

Lembre-se destas formulas

/ ‘trlbuigéo Exponencial

= Matematicamente (CDF e pdf sio):
Toifo<z< oo
otherwise

here X is a paramter and the base of natura
logarithm, e = 2.7182818284

The memoryless property can be demonstrated with conditional reliability:

Pr(T > x +1)
R(x |t)=P(T t|T>t)= ———
(EAR)) (T >x+1t|T>1) BT > 1)
oMt

=—= = e~ = R(x), x> 0.

16



s Hbistnbigéo Hiperexponencial

variance:

q2

S— . @
erexponencial
U istribuicdo desconhecida de X e
c>1 pode Ser aproximada por uma
Paramentros:k=2, u,, u,,q;, 9>
W =1/X. (1 - sqrt(q,/q; - (c? -1)/2))*

L=1/X". (1 + sqrt(q,/q, . (c? -1)/2))*
0;+9,=1, q;, 9,20 p;, u,>0

k fase k-1

—o %9

Fy(x)=1-ekat ij o (udyil, 0

£,(0)= [(kn(kut)<t)/(k-1)]e*et , £0, k=1.2,...

Paramentros:k, w;

Valor Esperado: k/u

Variancia: k/u2

Coeficiente de variagao: 1/sqrt(k) < 1
Fungao geratriz de momentos

My(t) = (1-t/a)*

iwencial
Paramentros:k, L, d;;

Valor Espsado..

E(X)= X= E _1 G/

RO0=X,_,; a(l-en) , £0
[3

fx(X)=Zj=1 giyent, t>0

Coeficiente de variacao: sqrt(2><(1/7()2><Ej:1qj/pj2 -1)=21

k

Variancia: 2 Iy O -

x=0.01
£l ] 1= Axe™™

m- rcxn[t] at=100
o

s, Uﬂ’t’xn[c] d]t—ml) =100

0 -0.008 . .
a-0.4 Hiperexponencial

fhfx ] i gxihxe™

mn - rtxm[c] at =100
o

sdh = Uﬂ“c‘xm[t] ac-wf) - 200

oo
o015 wm o= 2
e s \ Rl
oo \ Exponencial oo s - 29 g
Ah Ah
ooos o
\ 0.0005 \
o
\\ \\7_\‘7
. —
o 200 400_ 0 00 o 200 400 600 800

mean:
variance:

coefficient of variation:
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istribuicao Erlang -~ istribuicao Erlang
& &
Er ng'-K E@gv-l( (Shape = fase, Scale = valor da fase)
um ibuicao desconhecida de X e c<1 pode ser -
aproximada por.uma
- Mivessnetol
k=[1/c?]
u=1/(c?kX)

1500

isWﬁo Hipo-exponencial
+

'distribuicao hipo-exponencial é uma
alizacao da distribuicao de Erlang
quando se admite fases com taxas
diferentes.
Para uma variavel aleatéria com
distribuicao hipo-exponencial com duas
ficiont of variation: : ; fases u,; # |, tem-se:
: Fx00)=1- [1p /(Hp py)eyt + [y /(uom py)eey],
0
f()= [(Ky M)/ (s - )] (B4~ eryt), t20

ingég Hipo-exponencial : DisW(;ﬁg Hipe-exponencial

Hipo-exponencial Continua
Pa ent;os: My Uy Um istriguigéo desconhecida de X
Valom8perado: 1/y; + 1/u, comovalor esperado e 0.5< c2<1
Variancias 1/u2, + 1/p2, pode ser aproximada por uma
Hipo-exponencial
1, =(2/X) {1+sqrt[1+2(c>-1)]}
1,=(2/X) {1-sqrt[1+2(c>-1)]}1

Coeficiente de variagao:[sqrt(u?, +u2 )/
(Hl + W, )]< 1




Di'sWég Hipoe-exponencial

C. tinua
ma variavel aleatoria com

distri%ig& hipo-exponencial com k fases
e taxas Wy, Wy, ..., Iy tem-se:

K
f¥)= Xy apest , 0
K
aj= Hj=1,j=i[uj/(uj'ui)] , 1<isk
K

Valor Médio = ijl 1/

Variaveis Aleatorias
- _Resumo

General-Erlang

exponential

Jariaveis Aleatodrias
‘Restmo

] ennoso

The model consists of & phases in series with exponentially distributed
times and rates pi, po, ..., ug. After phase j, another phase j + 1 follows
with probability a; and with probability b; = 1 — a; the total time span
is completed.

byt k(L= by)
=
bk = 1) (b (1= k) + k—2)
- 2 ,
kb1 (k) + k= 2)

N [br + k(1 = b1)]? '

var (X)

13 +api(2—a)
uiud
. MBtadoa)

X (e tam)?

var (X) =

19



Variaveis Aleatorias
‘Restmo

—

giz » g'. uma variavel aleatéria com
=
f() f(k)

Uma Y=
g(X)) é uma variavel aleatéria com

Fungdo densidade de
Probabilidade de X

. % Variaveis Aleatorias
‘Restmo

1ﬂx )
N
X Gt (X) b
Variancia
X a2Var(X
HOER Var(aX +b) = a? Var(X).

ZIFSTTletel Var(a X +b) = E[(aX +b) - B(eX + b))

=E[aX +b— (aBX)+ b)]?. |
= E (aX —aBE(X)?
= E(@*(X - EX))?= o’ E(X -HX)? = a* Var(X).

Variaveis Aleatorias
‘Restmo

e

= Exemplo

Suponha que  seja uma variavel aleatoria
tal que 3e 5. Além
disto, seja 2 — 7,

Portanto:
E( e 283 I-7=-1
Var( ) = 2 s =20

Variaveis Aleatorias
‘Restmo

Se ¥ = X
ef

Variaveis Aleatorias
‘Resumo
2. Sef(X) =b
-

bk b

b)*=0

. % Variaveis Aleatorias
1 ‘Restimo

Qu =f("") € muito complicada, os calculos

de )) e \ar(f()) podem ser dificeis.
Pode—sefbt'ér aproximacgdes de E(f(X)) e

Var(f(")) expandindo-se Y=f(X) (série de
Taylor) até trés termos (para a média).

Y = f(E(X)) + [(X = E(X)) x FE(X))] +
[(/2)[(X = E(X))T x FCEX))] + R

Resto da expansdo

20



Variaveis Aleatorias
‘Restimo
YSN(ECO) & 0= EQO) F(ECX) + [(1/2) XX -
EQOYT X FEXX))] + Eo
B(O0) = (e + FEC))] +
[(1/2) SO0 EQO)?] x F(E(¥)) ] + E(R) =
+ 06/2)] x ELFEQQ)] x ELCX — EQOY] +

+ (1/2) x FAE(X)) x Var(X) + E(R)
= + (1/2) x F(E(X)) x Var(X) =
E(F(X)) = F(E(X)) +[ (1/2) x F(E(X)) x Var(X) ]

Variaveis Aleatorias
‘Resumo

—

Wagéo (série de Taylor) do Valor Esperado e
ancia para que sao
of

SupMa uma variavel aleatoria t, onde E[t]=20s
e Var(t)=5s. Considere uma fungao

e
= V(E[t]) + (V'(E[t]) x Var(t))/2
v(20) + (v"(20) x 5)/2
=[V/(E[t])]? x Var(t)
[V(20)12 x 5

Variaveis Aleatorias Multidimensionais
. ‘ . Resumo

Multiplas Variaveis Aleatorias

Variaveis Aleatorias
‘Restmo

AprOximacdo (série de Taylor) do Valor
Esperadoe ¥ar|anc1a para
-hgue sao

Seja * uma variavel aleatéria com e

Suponha que Y=f(X). Portanto:
EL[Y] = f(ELXT) =+ (F(E[XT) x )2
Var(Y) = (f( ) 4

WVariaveis Aleatorias Multidimensionais

.

- Resumo

Multiplas Variaveis Aleatorias

Seja 9o espaco amostral associado a um
experimento . € um resultado do
experimento .

Seja X;, X,, ..., X variaveis aleatorias que
associam um numero real X;( ), X5 (1), ., X ()
a cada resultado

[Xi, X5, ---, X,] € chamado de vetor aleatorio k-
dimensional.

Variaveis Aleatorias Multidimensionais

‘ . Resumo

e

Varidveis Aleatdrias Bidimensionais (vetores
aleatorios bidimensionais)
Se oswalores possiveis de [X;, X,] formam um
conjunto finito ou infinito enumeravel, [X;, X,] é
um

Se os valores possiveis de [X;, X;] formam um
conjunto nao enumeravel do plano euclidiano,
[X;, X;] é um

21



/ ‘ . Resumo

Vasiaveis Aleatorias Bidimensionais (vetores
aleatorios bidimensionais)

Aleatorias Multidimensionais

Probabilidade Bivariada

Caso Continuo: Se [X;, X;] € um vetor aleatorio
continue, f(X;, X;) 2 0, V (X;, X;) € Ry x,
€ a funcao de densidade conjunta.

”Rx - f(x,x,)dx,dx, =1

Aleatorias Multidimensionais

o ‘ . Resumo
Probabilidade Bivariada

Caso Discreto: a cada resultado [xy, X,] de [X;, X;]
associamos um nimero

P(X1, X2) = P(X;= x4, X; =X3),

onde p(xy, X;) =2 0, V Xq, X5

22 p(x,x) =1
Distribuicdo de probabilidade de [X;, X;]
([x, x, 1, p(x,,x,)),Vx,, x,

2 3 4 5 Pa(Xz)
1/30 1/30  2/30 3/30 1/30  8/30
1/30  1/30  3/30 4/30 9/30
1/30  2/30 3/30 6/30
1/30  3/30 4/30
3/30 3/30
pi(x) 7/30 7/30 8/30 7/30 1/30 Xrw=!

Aleatorias Multidimensionais

/ ‘ . Resumo
Probabilidade Marginal

Caso Discreto : a distribuicdo marginal de X, é

pi(x)= z P(x,X,), Vx,

A distribuicdo marginal de X, é

pz(xz) = ZP(XI,XQ),V)Q
xl

Aleatorias Multidimensionais
/ ‘ . Resumo

Probabilidade Marginal: Caso Discreto
.

1

2 3 4 5
ozs7 0.00)

22



Aleatorias Multidimensionais Vari Aleatorias Multidimensionais

. ‘ . Resumo ~ ‘ . Resumo
Mlidade Marginal Lﬁlade do Valor Esperado
-

Caso Contiuo : a distribuigéio marginal de X, é

SejamX'e Y duas variaveis aleatorias e seja

Ao =] Fxx)dx,

Z=X+Y.
A distribuicdo marginal de X, é

Fl) =[O, x)dx

Portanto E[Z]=E[X +Y]=E[X ]|+ E[Y]

sLinearidade do Valor Esperado aLinearidade do Valor Esperado

Considerando X, Y e Z variaveis aleatérias x2,x1 0] ] 7 3 4o2x2)  [x2p(x2)
discreta, temos que : 0] 00333 0083 00667 0,1000 0,0333’ 0,2667 0
’ 1| 00333 00333 01000 0,1333 0,3000] 03
E[Z]=E[X +Y]= 2 00333 00867 0,100 [ 02000 04

4
; g (x+ y)p(x + y) = E:/f’j”(”\/((l)np/r) da pdgina i g:?ggg 01000 4 gjlggg 8:2
58 Ppibd) [ 023337 023337 0267 02333 0,0333] 20000 1,500
2P D)+ y p(y)= T6000] 0 033333 0533838 07 01333831 pict) [EDE)

x y EXi] EN=2E 2,100

E[X]+E[Y]

-—

mLinearidade do Valor Esperado . .
Considerando X, Y e Z variaveis aleatérias mLinearidade do Valor Esperado

continuas, temos que : De forma mais geral, considere Z, Y e X
E[Z]1=E[X +Y]= varidveis aleatdrias continuas, onde

I: I: (x+y)f (x+ y)dxdy =

[CH e yodyaee [T [ g ot yyudy =

Z(X,Y) = aX+bY, e a e b sdo constantes.

E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y)

[aty ode+ [ty (dy =
E[X]+E[Y]




Aleatorias Multidimensionais

‘ . Resumo

mLinearidade do Valor Esperado
Prova:
E(aX +bY) = / / (az + by) f (z, y)dady

:[ /, [azf(z,y) + by f(z, y)|dzdy

:/oo /°° azf(z, y)alwaler/OC /°° by f(z,y)dzdy
:a/ {/ fxydy]dx+b/ {/ fxy)dx]

:a[ xfx(z)dx+b[ yfy (y)dy

= aB(X) + bE(Y).

ariaveis A gatorias Multidimensionais
" ‘ _ Resumo P

Linearidade do Valor Esperado
Se Y duas variaveis aleatdrias independentes

Z=xv.
Portanto E[Z] = E[XY]= E[X ]E[Y]
Prova:  E[XY]=2> xy,p(x,y;)=
>3y yjibxzx,) py(y,)="(dado que sio independentes)
Zl‘,xjy]m(x,)Z,y,-py(y,-)=

E[X]E[Y]

Aleatorias Multidimensionais

‘ . Resumo

mLinearidade do Valor Esperado

Este resultado pode ser generalizado de forma que:
para a,,...a, constantes e qualquer varidvel aleatéria multivariada (X ,...X )

Se E(X;) ndo divergem.

[@riaveis Aleatorias Multidimensionais

‘ _ Resumo
Soma de Variancias

Var[X + Y] E[(X +Y) - E[X +Y])?

E[((X +Y) — E[X] - E[Y])?]
=E[(X -E[XD+ (Y -E[Y])’]
= E[(X - E[X])’ 4+ (Y - E[Y])* 4 2(X - E[X])(Y - E[Y])]
=E[(X —E[X1)*]1+E[(Y - E[Y])*1+ E[2(X - E[X])(Y - E[Y]
= E[(X —E[X])’1+E[(Y —E[Y])*1+2E[(X —E[X])(Y — E[Y]]
= Var[X] 4+ Var[Y] +2Cov(X,Y)

ariaveis A gatorias Multidimensionais

/ ‘ _ Resumo
Soma de Variancias
.
SejamX'e Y duas variaveis aleatdrias e seja
Z=X+Y

Portanto Var[Z] = Var[X + Y]
= Var[X] + Var[Y] +2xCov(X, Y)

[@iaveis Aleatorias Multidimensionais

‘ _ Resumo

Soma de Variancias

Cov(X,Y)=E[(X —E[X]D(Y -E[Y]]
= E(XY -YE[X |- XE[Y]+ E[X]E[Y])

Devido a propriedade de linearidade do valor esperado, temos:
=E[XY]-EYE[X])-E(XE[Y])+E[X]E[Y]
=E[XY]-E[Y]E[X]-E[X]EIY]+E[X]E[Y]
=E[XY]-E[X]E[Y] (SeXeY forem independentes)

=0 (devido a lincaridade) o
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Variaveis Aleatorias Multidimensionais

‘ . Resumo

Soma de Variancias
-

Var (X +Y)=Var [X ]+ Var [Y]+2Cov (X,Y)

Dado que se X e Y forem independentes, tem-se Cov(X,Y)=0.
Portanto:

Var (X +Y)=Var [ X ]+ Var [Y]

Variaveis Aleatorias Multidimensionais

‘ . Resumo

Soma de Variancias
Var (X —=Y)=Var[X ]+ Var [Y]
Dado que Var {Z a,.X,} = Z aI.ZVar [X:]
i=1

i=1
Pois a,=lea, =-1

Var [X - Y] = afVar [X ]+ af,Var [Y]
=)Var [X 1+ (-=1)*Var [Y]
=Var [ X |+ Var [Y]

-
3 I‘ssos Estocasticos

Classificacdo de Estados:

Icancavel (reachable): um estado s; € um alcancavel
de um estado s; se p; > 0.
-

Um sub-@junto de estado S é definido com fechado
(closed) se' Vs €'S, p; =0, Vs; ¢ S .

Um estado € absorvente se ele é o Ginico membro de
conjunto fechado de estados S.

Um conjunto fechado de estado S € dito irredutivel se
p; >0 Vs, s;e S (todo estado s; € alcancavel de qualquer
estado s;)

Variaveis Aleatorias Multidimensionais
0 Resumo
Soma de Variancias
-
Var (X +Y)=Var [X ]+ Var [Y]

O teorema acima pode generalizado para n varidveis aleatdria
Mutuamente independentes X L 9eee X . com constantes d;,...d,

Var{z a,-X,}=Za,?Var[X,.] o
i=1

i=1

-

: l‘ssos Estocasticos

ProcessolEstocastico e definido por um conjunto de variaveis
aleatori

{X(t) : t €T}, onde X(t) € uma variavel aleatoria para cadat e T.

té denominadgar&netro e cada valor de X(t) sdo estados.
Processo Esto€astico Markoviano € um processo estocastico

onde as variaveis aléatorias ndo dependem da histéria passada.

Tipos de Processos Estocasticos
Processos de espaco de estados e tempo discretos
(Discret Time Markov Chain - DTMC)
Processos de espaco de estados continuo e tempo discreto

Processos de espaco de estados discreto e tempo continuo
(Continuos Time Markov Chain - CTMC)

Processos de espaco de estados e tempo continuos

L >

. Rocessos Estocasticos

Pro tocastico Markoviano é um processo estocastico

onde as\Variaveis aleatorias nao dependem da histéria passada.

-
Observam-se dois aspectos associados a auséncia de memoria:
Todo estado passado é irrelevante.
O tempo que 0 processo passa em um estado € irrelevante.

Processo Estocastico Semi-Markoviano é uma extensdo de um
processo Markoviano onde a restrigao 2 € relaxada.
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. Contiifitios Time Markov Chain

Equagéo de Chapman-Kolmogorov
Considere uma €CTMC (nao-homogénea) {X(t): t>0} com
espagco de estado{0,1,2,...}. Vamos usar i,j e k para

denotar'estados tipicos e s,u e t para denotar parametro de

tempo.

Para 0 < s < t, considere pj(s,t) = P{X(t)=j | X(s)=i}. Pode ser

representada na forma matricial por H(s,t) = [ py(s,t)]
A equagao de Chapman-Kolmogorov
Pi(s/t) = X Pi(S,u) Py(u,t); 0<ss<u<t
Na forma matricial, temos:
H(s,t) = H(s,u) H(u,t); 0 <s<u<t

. Contifitios Time Markov Chain

EM) de Chapman-Kolmogorov
OH(s,t) = H(S;DQME,  (forward Kolmogorov eq.)
ot -

Onde Q(t) = lim, o H(t,t+h) -1
h
Os elementos de Q(t) sdo dados por
qi(t) = lim, -, o py(t.t+h) — 1
h
g;(t) = limy, _, o P(t.t+h) i#j
h

. Contiifitios Time Markov Chain

Ehéo de Chapman-Kolmogorov
.

OH(SDENR ™ 112 Kolmogorov eq.)
ot
Para cadeias homogéneas, tem-se:

QH=Q e  H(st) = II(t)

\ Contiifitios Time Markov Chain

E ao de Chapman-Kolmogorov
H(s,t) = H(s,u) H(u,t); 0 <s<u<t
Substituindo u por t e t por t+h, entdo:
H(s,t+h) = H(S,t) H(t,t+h)
Subtraindo-se ambos os lados por H(s,t), temos:
H(s,t+h) — H(s,t) = H(s,t) [H(t,t+h) - I]
Dividindo-se por h e aplicando-se o limite h — 0, tem-se:

limy, _, o H(s,t+h) = H(s,t) = H(s,t) [lim;, _, o H(t,t+h) — I]
h h

Levando a equacao diferencial parcial 0H(s,t) = H(s,t)Q(t)
ot

. Contifitios Time Markov Chain

Equagdo de Chapman-Kolmogorov
1 - p;(t,t+h) = =hgy(t) + o(h)
py(t,t+h) = ha;(t) + o(h)
Onde o(h) € uma fungao de converge para zero mais rapido
que h.

Dado que ¥ p(s,t) = 1, V i, portanto:

25 qi(S;6) = 0 i
Ou seja, a soma de elementos de uma linha de Q é zero

. Contiifitios Time Markov Chain

Steadly State Analysis
dII) = TI()Q « (homogéneas)
dt
Em estado estacionario (t—), pode ser que
lim._,.. TI(t) = TI(t) exista.
Caso exista, entdo > g =1
dli(t) =0, entdo I1Q =0
dt




-
 Contifitios Time Markov Chain
ollicoes para Steady-States
i
zSie i=?
Onde w, fornece a steady-state probability de
um sistema estar no estado s,
SolugBes Transientes
dII(t) = I(t)Q
o]

Onde n(t),; € probabilidade de se estar na estado
S; no instante t

-
 Contifitios Time Markov Chain

—

Solucoes para Steady-States
S T =1
Mét“lo? diretos
Eliminagdo de Gauss
Decomposigao LU
Método de Grassmann
Métodos Iterativos
Power Method
Método de Jacobi
Método de Gauss-Seidel

b -~
Coplifiuos Time Markov Chain
0
=04 -
-
Utifzagacy 0. 1567

Throughput tp=n()xp+m@)xp+nr(3)xp
tp = 0,2667 x 0,4 + 0,1333 x 0,4 + 0,0667 x 0,4

tp = 0,18668

>
 Contifitios Time Markov Chain
ma CTMC & dita irredutivel se p; >0 Vs,
(todo estado s; € alcangavel de
qualquer estado s))
-
Uma CTMC finita, irredutivel e homogénea é
dita ergddica (ergodic) se o vetor de
probabilidade estacionaria (steady-state
probability vector) 11 existe.

.-
Coptiuos Time Markov Chain
Eemelo g o
e
w=04
0= ( 7‘}; - (lli’ ) g %

0 u=@A+p 2
0 0 )

7(0) =0.5333,  =(1) 7(2) =0.1333,  =(3) = 0.0667

o m‘iW Time.Markov Chain

T 0 do buffer=11

State probability of State i={0,1,..., 11}
State_Prob(i):

27



:Cbnd Jime Markov Chain

Métri = Métricas de interesse pode ser calculadas através
da sol nderada das probabilidades de estado.
Reward rateéem estado estacionario

Reward rate instantanea

E[Z(t)]= X r, (1)

*Ver métricas 4 de QN and MC [Bolch et al.]

‘ . [ Data |
- Cbn‘ Jime Markov Chain
- State probability of 0: 5.16129024e-001

A=20tps, cCoVv=1
COVps =1 State probability of 2: 1.29032262e-001
State probability of 3: 6.45161314e-002

State probability of 4: 3.22580656e-002

:Cbnd Jime Markov Chain

The CTMC (M/E/1/K =4)

z

Tro = 506605425 % 107" T = 2.42068626 x 107> Tyg = 104731260 x 107 y5 = 3.95578062 x 107°

Ty = 901648794 x 1077 TTg = 304223846 x 10 JT;; = 131036488 x 1072 TTyg = 595104472 x 107°

Ty = 801465589 x 1077 T1; = 340578293 x 1077 T35 = 159621117 x 1072

T3 = 712413851 x 107 TTg = 381098122 x 1072 TTy3 = 9.97433581 x 107*

Ty = 633256751 x 1077 Tlg = 797046839 x 107° [T, = 2.30657440 x 107°

:Cbnds Jime Markov Chain

M&— a probabilidade acumulada de que
se esteja num estado € dada por:

Portanto, tempo médio (esperado) que se
permanece no estado i durante o intervalo [0,t).

*Ver m 94 de QN and MC [Bolch et al]

‘ . [ Data |
:Cbn‘a‘: Jime Markov Chain

“ Considering:

_ (E[ST])Z

Ot

cov=1

A =20tps,
E[TBA] = 0.05s Y
He= (E ST )

1 =40tps, COVsy = 0.5 [ST]
E[ST] = 0.0255
~ (0.025 )2 .
¥ =\oo125) ~

160

— 4 —
He= 5025~

Therefore, the ST is represented by a Erlang(y =4, up = 160).

:Cbnds Jime Markov Chain

The CTMC (M/E/1/K =4)

A=200ps, cov=1

Ty = 5.06605 x 107" Utilization = 0.493395

1

E[TBA] = 0.055
W =40tps, COVp =05 Tgp = 3.04878 x 10~
E|ST] = 0.0255

B (0.025 )2 .
7= \oo12s) ~

Ts; = 1.27697 x 107

Tg3 = 476084 x 102

160 Ty = 221877 x 1077

— 4 —
0,025

He

28



T/mf_ Markov Chain

Exemplo|
SisteMputacional com degradagao
-

Suponha umSistema representado por uma CPU que opera em

trés estagios: CPU_OK, Degradable e Faulty CPU.

As taxas entre os estados sdo:

CPU_OK para Degradable é (OK_D_rate) 100, Degradable para
CPU_OK (D_OK_rate) € 20,Degradable para Faulty CPU
(D_F_rate) é 5, Faulty_CPU para Degradable (F_D_rate) é 10,
CPU_OK para Faulty CPU (OK_F_rate) é 1 e do estado
Faulty_CPUpara CPU_OK (F_OK_rate) é 1.

Uo. Time_ Markov Chain

ional com degradagio

& Rate Mot

[ x| oPUOK | Degasavie | Faun_oru

[

(CPU_OK OK_D_rate, OK_F_rale
IDegrasable D_0Krate D_F_rate
[Fauty_CPU oK rate FD_rate

Outputs asked for he model Degradable ™
Input parametors valuos: OK_D_ ato= 100, D_OK_ra
output

State provabilty of CPU_OK

State_Prov: 1209677426-001

D_F_rate=5, F_D_rate=10, OK_F_rale=1, F_OK_rate=1

‘State provanilty of Decradable
State_Pro5_0

--------- Outputs asked for the model: Degradable ™ - —
Input parameters values: OK_D_rate= 100, D_OK_rate=20, D_F_rate=t

Output State provavilty of Fauty_CPU
Expected steady-state reward rate for Degradable Stale_Prob_1: 22256085001
Exp_SS_Reward_Rate: 2.403225816+001

Reward confguraton

Stte nput

5,F_D_ate=10, OK.F_rale=1,F_OK_rate=1

RO DT Steaty_State Avalavityfor Degracadle | Up states:

S5 _Avall 717741936¢.001

[ a—

Reward ats:

100

:Cbn‘ Jime Markov Chain

State2
Init Cond: 0,
State: Degraded

Markov Transitions

T putate [OuputSale [TranstenRenard[Rate

. swel [saw2 s 4000000
2 Tonsen2 se2 st 2000000
5 [ronatons sate2[sates 1000000
4 Tonsiant sates stz 5000000
5 Tensons saer[swtes 1000008
6 rnsions Sates[siatet L0000

ontinuo. T/'me_ Markov Chain

-
'__-Sistema ional com degradagio

Suponha um -ema representado'por uma CPU que opera em trés estdgios: CPU_OK,
Degre le e Faulty CPU. As taxas entre os estados s&o:
CPU_OI radable € (OK-D_rate) 100, Degradable para CPU_OK (D_OK_rate) é 20,

Degradable para Faulty"€PU. (D_F rate) é 5, Faulty CPU para Degradable (F_D_rate) é 10,
CPU_OK para Faulty CPU ( rate) é 1 e do estado Faulty CPU para CPU_OK (F_OK_rate) é
L.

\ Contiifitios [Time Markov Chain

| Exemplo| ol )
%f)n'ha um sistema representado por um
ato estocastico, onde:

S =1{0,1,2}

-

f(0,a)=1, f(1,a)=2, f(2,a)=2, f(2,d
I(0) = {a}, I(1) = {a}, [(2) = {a,d}

Os eventos a ocorrem com taxa igual = A,

Os eventos d ocorrem com taxa igual = p

tate Transition Diagram

:Cbn‘ Jime Markov Chain

Steady state Resuts: Results at tme 1000,000000:

(Costper Uit Time
e

MITR 16565 ean Avaiabilty
Mean Cost
Mean Unavaiabity

Avslblty _[Coster it Tie ol ste

Tote Cost [ TotlDowntime Tt ptine

100000 1000,000000  1000000,000099 |1,000000 1000,0000060,000000 1000005 ‘0000000 o 00 ‘oot
0857143 reszims A oss7235 o 0.0000%0 FEToa o T TG X T S
oss7i het Ty Dss7I5s h TR 0.000000 06316,236543 57,128 -
oss7ia EFi - Dss7ias - 0.000000 Ssmsreesis sLamss sy oo
oss7is Rt TRy 085717 s sise 0152023 0.000000 s5459,09369% 95699697 |51406309 | 1.00000]
oss7ia i - 7172 s 0.000000 omei emomsss 1000

085713 Rt TRy oss7iEs s ot 0.000000 susoro0zs 15265125 [sos, 7507 soocond
oss71s3 2 Y oss7iss CFr —t e 0.000000 o TR T
oss7is e T 057163 et 07 0.000000 s 1w sraes o000
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. Contiifitios Time Markov Chain
é tate Transition Rate Diagram

Zies =1
I1Q=0
(T, Ty, W) Q= |0

Amy-Am =0
-}\4151-;11I:3=0
M=m=un/(2ur+A1) T+ T + T, =1

m=A/(2n+A)

\ Contifitios Time Markov Chain

B/-degth chain

Considere’oeutomata

‘ enquanto i > 0

at a2 ajt aj
b1 b2 bj b_j+

CTMC

fGa)=i+1

fG+1,b) =i

¥
\ Contiifitios Time Markov Chain
rth-death chain

o M Aot n
OBONOESCHOBTE
Ha2 Hi

It i1

Ao Aj—1
R

- Cbnds Jime Markov Chain

State Transition Rate Diagram

(19, Ty, T, T3) Q =| 0

(1)
T=1/(my xA) - Tempo médic
entre finalizagoes

'
. Contifitios Time Markov Chain
Birth-death chain
—(Nj + pi)my + Ajoamio + pyamig =0,

—Xomo + p17 = 0

- Cb'n‘s‘ Jime Markov Chain

/1 q-ueue/ng system

> () -4

n=1

30
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\ Contifitios Time Markov Chain

/1 q'ueue/ng system

m=1-p

\ Contifitios Time Markov Chain

-

M/My/m queueing system )"

n!

GO

m 1-p

‘
P = A/mp’ Throughput

Desde que 1 <pum

O throughput é 1

SeA=pum

throughput é p

g loBM
\ Contiifitios Time Markov Chain

/ J//? qgueueing system

Ay //T\>—> a1 —mo)
\/

AT < -~ K slots - - > ifn>K

Clientes rejeitados

- A A

R N T
OBOBROEISA
" ” "

Utilizagdo

Se A > p a utilizagdo — 1

A A
Ve T
AN A A

w

_"r
1— pI\'+l

=rx=(1-p)

A
Se A < p a utilizagdo = p = "

¥
\ Contiifitios Time Markov Chain
M/My/1 q'ueue/ng system

Throughp - Tamanho médio da fila

Desdeque A < u E[X]ZL
1—p

Oth hi é A
throughput é E[X] = oflp — 1

Sedl>u
Mean response time Mean waiting time

throughput &
P —
E[S] — 0 p — 1EMEW] — oo

' loBM |
'
. Contifitios Time Markov Chain
M/M/m Eueueing system

Tamanho médio da fila
Férmula C de Erlang

Probabilidade de um cliente chegar
e ndo encontrar o servidor disponivel

o
E Tn
n

ELX] — o0

Mean response time

L (mp)™ _ mo
wom! m(l—p)?

" [qBMm |
¥
. Contiifitios Time Markov Chain
M/M/1/K queueing system

Tamanho médio da fila

A(1 — my)- taxa de chegada dos clientes admitidos



- Cbn‘s‘ Jime Markov Chain - Cbn‘s‘ Jime Markov Chain

M/M/m 7m qgueueing system M/M/m 7m qgueueing system

pm/m!  QErlang B formuld)
P m = Zm Pl
Ty = ° n=0 jl
Lost customers

Lost customers

Ol T oo Ol T oo
P 2% P o

(m— 1) mp (m— 1) mp

\ A H0<n<m S el ifo<n<m X A H0<n<m
MEL0 ifnzm = n=0 1 " MEL0 ifnzm
o =mp foralln=1.2,..., ifn>m o= foralln=1,2....m

[btathemarca]
" Disgtéte Time Markov Chain " Disgtéte Time Markov Chain

portamento de Matriz d
u de estocastica é
representadepor DTMC
-

ropabilidades
de Préximo Estados

Op 1

Poi Poo Po1 |0
£, - BN, g |1 Epoca 0 £poca 1

Epoca 2 Epoca 3

" Disgiete Time Markov Chain " Disgtete Time Markov Chain

Estado recorrente:
NEStadp)transientes umiestado € transiente se a i . . ; b -
p%ilidgde demzao se retornar ao estado € diferente e e.cleismﬁca_do BRI < o nulo s y
d » €aso contrario é classificado como recorrente nulo (recurrent null).
€ ZEN0)

7 f de uma estado recorrente /¢é definido por:
Estadolecorente (recurrent): o estado i € chamado de

recorrentelse a probabilidade de se sair de i e retornar d(i) = MDC ={ n | p;;(n) >0} _
SRS

Se d(i) =1, o estado i & aperiodico, se d(i)>1 é periddico.
MRT (mean recurrence time). B Zn X fiuln Um estado i € ergddico se € aperiddico e recorrente ndo-
" nulo.
f:i € a probabilidade de se =

retornar a /apos 7 passos. ; A =
& & Uma DTMC € ergddica de todos os seus estados sao
ergaodicos.




) ‘ Fime Markov Chain

—
Considere uma méquina que pode estar em um dos dois estados, UP ou DOWN, onde 1 denota UP e 0
denota DOWN. O estado do maquina & verificada a cada hora, e nés horas de indice k=0, 1,..

Consideremos que se a maquina estiver UP, tem uma probabilidade a de falhar durante a préxima hora.
Se a maquina estiver no estado DOWN, tem probabilidade B de sere reparada durante a préxima hora.

po - [Mathemaica |
- D/:S" Time Markov Chain

olucdes para Transiente

TI(L)=1H(0) P,
I1(2)= TI(1) P = 11(0) P2

M(k)= 11(0) P, k=1,2,...

) ‘ Time Markov Cha/n-

Mapping Applications to Discrete Time
Markov Chains
—

L. int main() {
intx,y

puopi e pu
P P2 o pa

if (x< 10) // <0.5>
{ p=
for(y=0; y<10; y++) { // <9>

+

Pm P P

>
Yelse{ // <0.5>
x=0;

phEeeNonseN

0<pj=<1, > p;j=1foreachi
=

T = (71,70, 73, . . ., )
E=Y wx( Y

T % (e + Oy % €0))

Ipe % (tc + Oy X )

o .
- D/S‘ Hime Markov Chain
ollicoes para Steady-States

11@12‘313
P= a‘azz a3

A1=(ay; a5, ay3)
Ar=(ay 3, 333)

as; a3 a33I As=(a3; a3, as3)

a; - probabilidade 2sicsa=1
II.P=1II, X .sm=1, onde w; fornece o
numero relativo de visitas ao estado s,

\Users\Paulo\Dropbox\Models\Models_SHARPE\dtmc1.rgl

b .

D/:S" Time Markov Chain

1. int main() {

Mapping Applications to Discrete Time
Markov Chains

| i (x< 10)// <0.5>
- : for(y=0; y<10; y++) { // <9>
More specifically, the Control Flow Graph ( preiae

the application is mapped into an ergodic DTMC.

In this approach, energy consumption as well as
execution time are numerically evaluated.

g >
. Yelse{ // <0.5>
1. x=0;

Modeling. Each basic block’ B; in the CFG is
mapped into a state X; in the DTMC. Similarly,
control flow edges are mapped as transitions between
states and are labeled by the state transition
probabilities, as:

P(Bi, Bj) = Pr(B; jumps to Bj)

which defines the probability of executing B; after
Bi.

:Cbnds Jime Markov Chain

olu&es Transientes
d =D, TI(0) = (7(0), ..., m,.1(0))
dt -

Onde Tcsi(g € probabilidade de se estar na estado
S; no instante t
Métodos de Solugao:
Solugdo via Sistemas de Eq. Diferencial Ordinaria
Solucdo através de transformada de Laplace
Runge-Kutta
Uniformizagao (Transformar CTMC em DTMC)

33



7
I’_go'nu Fime Markov Chaing

S Iu&éﬁ Transientes (Laplace Tranform)

i %ﬂ—'ll) S >‘77I_C7L) "/ﬁiH'Lf):ﬁ
D e ? &

dTyt) +uTalt) ~)TW=0)

v Mlf 1\ i :
Lk J@éﬂ A LTLge)] - T, c0)
y LT §

Al A e
C;CH = BAUTLIL )] - T3 0)
Ao wz0) :7.70/,,/‘[&4/\ < i
i) =4 TT AT 7
s 4 2 QZT N 2
Hmfe.f :

ALTURW) + T T Ttk
SR N T P

9s [ime Markov Chain
Aa LTTHL) =

A A tar)) -
thaee  ofpfey CUIATIT )3T =
s®

. 4 NI | )
Tl = LUty
o Ay Hat) Fue arn f au

=
“ _1_ 4
M 0 I T B+ B
(A(Awn)} [ +Amt)\]
. -’ "o B
AUty ) A ity
Ao ROt B4

7

’_‘Cbn‘s Jime Markov Chain
Thow, @a%mf(f) ‘
AUTLHE)N ~T(¢) +LTCA T~ LTlhg

A TLa )3 = 4+ LTLNYx L7 4] = tpaoug
Stop  heae - whde,:

%@Zﬂ F4 Teth) ~ NTECE)

o Fhode  TCK) +Tce) =L
) '—L—l/fu#), i

DQZ;#H + M T2lH) >}&({—ZZ},U)):

¥

_,56”‘%‘ Jime Markov Chain

A LTLT AT + 4 TTE ] =~
-

MRl =0 I
A LTETf) T+ (At W)x(TTT () J= 2 |
LTI A + At N = A

-4
lurmw)j = l___/
1 : ACA+A4))

TTitH |+ T ) =
LT L) + et T E4T
Lromen)I T L

o ]:L._ A
gung) = eSS

po-~ '
’__,Cbn‘s Jime Markov Chain

X= ACAR) + ALAFN)
% A0

tHhoen

/iiﬁ(/#ﬂf}) tB.
IR A{L’TL)+ 6.4

e AFN b

K= A ap)
ALK M) )—‘L A

34



. Contiifitios Time Markov Chain

A J:[ A -
AU upn) )~ [A(rr) @m

{ i i
{—m‘x L /am

[/ul-/\

EmaT

~ (4t X ]F

Y

] -()rf/\)r

1—:@,/

Tiskl= e (Y] o
I B

. Contiifitios Time Markov Chain

S@es LGS ENES

-

.
(0]
Problemas'de arrendodamento ocorrem devido aos
valores positivos e negativos que Q contém.
A matriz se torna _néo—es_parsa 0 que
requer capacidade muito maior.
Para evitar estes problemas aplica-se o método
chamado de uniformizagdo (ou aleatorizagdo -

Randomization) também chamado de método de
Jensen

\ Contiifitios Time Markov Chain

— RS = -
Ak a: liﬁm}m

Tt Tt =4 @

At i
Wit = wtd= 5 (L + EMM)}
A |- —

. Contifitios Time Markov Chain

SolucBes Transientes

\ I

-

-
Uma solucao formal para o sistema acima é:

Pela série de Taylor/MacLaurin, temos:

. Contiifitios Time Markov Chain

: i Considere que tomemos uma
Uniformizagao -
G taxa uniforme A> ) onde:
o -4 = +v (A- =V)
o// -~ eV 20 € ataxa de arbitrdria de

. um evento ficticio que ndo muda

— (
Estado de menor \ o estado i.
tempo de permanéncia

A = maXygestlg;l}

Sabe-se também que:
pij = g/ AQD) e py = qy/ A(D)




.-
 Contifitios Time Markov Chain

Em todos os

U nil’m izagao que tiverem
.

e o - teremos transi¢ao ( ) na
o/’ " . Para que tiverem

, Ou seja

R

Estado de menor \ uma época nao ¢ longa o suficiente,

tempo de permanéncia

Sabe-se também que:

pij = g/ AQD) e py = qy/ A(D)

 Contiiitios [Time Markov Chain
Uni rmEagéo
@®
®
= =t v

A 2 maXyges{-q;}

-
 Contiiitios Time Markov Chain
Uniformizacao
2 ( 2
1T -2 4
6 Ow6 0

P=1+Q/A
Q=AMP-1)
A = maxyge s{lg;l}

.-
 Contifitios Time Markov Chain

UnirmEagéo

A= qyt gyt Vv
Sabe-se também que: A > maxyges{lq)

P = qi/ AQ) e py = qa/ A1)

v -~

Contiwos Time Markov Chain
Uniformizacao

—@
\ . 4
e
G e - ee A

P=1+Q/A A= max e s{-q;}
Q= AP - D Considerando At como uma época (time-
step), P=1+ Q At que € igual aos dois primeiros
termos da expansio de portanto a c :

uniform uma aproximacao de primeira
ordem da CTMC.

.-
 Contifitios Time Markov Chain

SolucBes Transientes

1L
-

\ It
-

Na matriz P os valores estdo entre 0 e 1. Ndo ha valores
negativos, o que evita os erros de arrendodamento que
ocorrem na expansao com a matriz Q.
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Cbnws‘ Jime Markov Chain

Solucoes Transientes

™
U )

|

+
Solugoes- [ransientes

-@ntlns fime Markov Chain

4
|
|

|
|

A desiguladade ocorre, poi:

A e e .

$40 menores ou iguais

aum.

|

-

Cbnﬁs‘ Jime Markov Chain

Solugdes Transiente

-

-
‘A

.-
 Contiiitios ime Markov Chain
SolugBes Transientes

-

LA
Uma solugé’g iterativa:

Podemos truncar a série de maneira que a se
atinja uma exatidao ( ).

#
- SolugOes Transientes

Dado%
discr “°.. ), portanto:

-
=

Do slide anterior, tem-se:

. -@ntlns fime Markov Chain

€ uma distribuicdo

Desta forma:

-
 Contifitios Time Markov Chain

Solucdo Transiente (exemplo) 7

Q= | 1 -2

W
\141
6 Ow6 6 0 0

P=1+Q/A
Q=AP-D

A > maxyges{lg;l}

Considere e=10%

37



 Contifitios Time Markov Chain
Sollicdo Transiente (exemplo)
4 2.2 2 2 2
Q=R 1141
6 0-6 6. 600

 Contiifitios ime Markov Chain
Soluﬁo Transiente (exemplo)

Dado A= 6 e considerando =10*

-
 Contifitios Time Markov Chain
Soléorl'ransiente (exemplo)

.-
 Contifitios Time Markov Chain
SoIéoTI'ransiente (exemplo)

2 o (0,6)Yn! = 1,8221

-
 Contifitios Time Markov Chain

Solugdo Transiente (exemplo)

obtém-se:

através de

. >
 Contifitios Time Markov Chain

50 Transiente (exemplo)

y(0.6,0) = [e26(0,6)°/0!]
v(0.6,1) = [e?6(0,6)1/1!]
v(0.6,2) = [e%6(0,6)%/2!]
v(0.6,3) = [e26(0,6)3/3!]
v(0.6,4) = [e6(0,6)%/4!]
¥(0.6,5) = [e26(0,6)°/5!]
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¥
\ Contiifitios Time Markov Chain
Soléofl'ransiente (exemplo)

. Contiifitios Time Markov Chain

cao Transiente (exemplo)

X I L 1 1 ! 1 1 L 1
0 02 04 06 08 1.0 12 14 16 18 2
t

 Se rkovian Chain (SMC)

SMMra;terlzada por:

-
matriz de probabilidade de 1 passo (P),
vetor de probabilidade inicial ( )e

o vetor de distribuicoes de permanéncia nos
estados ( s

. Contiifitios Time Markov Chain

Soléofl'ransiente (exemplo)

fI(O.1)=ZSn:0 v(0.6,n) TI(n) , ne{1,2,3,4,5}

 Se rkovian Chain (SMC)

Come uma DTMC, contudo também
considere*nﬂtempo de permanéncia (no
dominio continuo: ), em cada estado

da DTMC, com distribuicao e densidade

Este modelo € denominado SMC.

__Se rkovian Chain (SMC)

retacao
Em cada instante em que ocorrem
mudancas'de estados, a SMC tem

comportamento igual ao da correspondente

DTMC (ecomportamento descrito por P) e é
independente do passado.

Quando se alcanga um estado i, um tempo
distribuido conforme deve se passar
para que ocorra nova transicao entre
estados.
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-

SemigMarkovian Chain (SMC)
Solugdo Estacionaria

Encontré a solucao estacionaria para DTMC
embu"ja?caracterizada por P):

Calcule o tempo médio de permanéncia (h;)
em cada estado

-

|

_ SemiigMarkovian Chain (SMC)
Solugdo Estacionéria

Exemplo:

Tempo médio de permanéncia

-
~ SemigMarkovian Chain (SMC)

Soluggo Estacionéria

Exemplo:

\ - . ) &

m= (wixh) ,VieS
(Zvjes @; % hy)

L -~
~ SemigMarkovian Chain (SMC)

Solugdo Estacionéria
A probabilidade de estado estacionario da
SMC é obtida por:

Em muitas aplicagoes, h, é fornecido
diretamente.
Solucao transiente € mais sofisticada.

>

SemiMarkovian Chain (SMC)
Solugo Estacionéria

Exemplo:
/‘\‘
‘;{‘:@\ -

-
~ SemipMarkovian Chain (SMC)

Solugdo Estacionéria

Exemplo:

‘ . L
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Predicados
( Sinais Externos

{ Intervalo
| Limites

Extensoes
Temporizadas

des Temporizadas
40 Estocésticas

“Natkin -1980
Molloy - 1981
Marsan et al. - 1984

E uma rede temporizada onde o delay
associado a transicao € uma variavel aleatoria
de distribuigao exponencial

Extensoes
Temporizadas

g ms.Temporizadas

“‘.

Ramdﬁ'ldani, 1973 - Transition Timed Net
Merlin, 1976 - Transition Time Net
Sifakis, 1977 - Place Timed Net

- ‘S.Temporizadas
(sifakis?7)

Definicdo: PT'PN“P,T,F,K,W,MO,F,U), onde
P é o conjunteide lugares,
T o conjunto de transicoes,
Fc (PxT)u (T xP) uma relacao que representa os arcos
W — Valoragao (peso dos arcos) - W: F - N
M,- Marcagao inicial - Mg:P — N
T={Y1, Yo/---s Yir---» NUMeros reais denominada base de tempo.
v:P — T um mapeamato que v(p) = y
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2des Temporizadas
S 5 PTPN -

w de Disparo
> p1
b ib'

edes Temporizadas

- 4 -PTPN-

2des Temporizadas
S PTPN -

w de Disparo
> p1
b il'

2des Temporizadas
S PTPN -

w de Disparo
> p1
b ib'

edes Temporizadas

- 4 -PTPN-

Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -
Weltos Basicos:

ca?sao consumidas dos lugares de entrada
Ha uma duracdo
Marcas sao geradas no lugares de saida

As marca permanecem nos lugares de entrada
pelo periodo igual ao delay associada a
transicdo. Apos 0 delay as marcas sao
consumidas e geradas nos lugares de saida
imediatamente.
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*Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -
€ onceitos Basicos:

L
Pode S€r representada por uma rede com
disparo atémico

Modelo mais compacto

O estado é uma informagdo mais complexa do
gue o modelo ndo-temporizado

Pode representar o modelo com duragao

O conjunto de marcagdes alcangaveis € um
sub-conjunto das marcagdes do modelo ndo-
temporizado.

"Redes de Petri Temporizadas
4 Associado as Transicoes -

€ onceitos Basicos:
-
» )
(duragao e delay)
— Prioridade

— Probabilidade

(delay)

—Transigoes habilitadas com menor de/ay sao
disparadas

des de Petri Temporizadas

"Redes de Petri Temporizadas R
4 - S . a - -\ .~
- Associado as Transicdes - > ‘I’e‘xsacmdb as Transigoes -
Como fica a memorizagdo

‘@'ceitos Basicos: do de habilitagdo

Quando uma das transicdes EETOF.
conflitantes é desabilitada pelo
dispare da outra, o que acontece com
0 timer da que ficou desabilitada
guando a mesma tornar-se habilitada
outra vez?

*Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -
@ceitos Basicos:

O que acontece com o timer das

transicoes habilitadas apos o disparo
de uma transigao?

Todas as transicdes. Nao somente as
transicoes conflitantes.

0 timeragociado a da ey ()
transicdo mantem o valor “ db |
atual e quando a transigao

se tornar novamente pl 2

habilitada o valor do timer
iniciara daquele valor.

Quando a transigao for
novamente habilitada o &imer
sera re-iniciado.

"Redes de Petri Temporizadas
P Associado as Transicoes -

@:eitos Basicos:

-

ApOs cada disparo os timers de

(restart)
Ndo ha memoria
Ap0s descartar todos os timers, os
valores iniciais sao associados a todas as
transicdes que se tornarem habilitadas
na nova marcagao.
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"Redes de Petri Temporizadas
3 Associado as Transicoes -
.@celtos Basicos:

y .

ApOs cada disparo os timers das
sdo
re-iniciados (restart)
As
com o disparo matéem seus

valores presentes(continue)

*Redes de Petri Temporizadas
Associado as Transicdes -

Conceitos Basicos:
de

-

Eo n‘ro de Vezes que. o pl p0 0
uma determinada transicdo

pode ser disparada, numa
determinada marcacgao, ta I:I d
antes de se torna |

desabilitada.
Quando o grau de P
habilitacao é

, atengdo especial a
semantica de temporizagao
deve ser considerada.

Re€des de Petri Temporizadas
ssociado as Transigoes -

-

Conceitos Bésic05'

f Gring
semanti 5
p0 g

pl

S de Petri Temporizadas

,_ ! > 7' _
- Associado as Transicdes -

@:eitos Basicos:
.

ApOs cada disparo os timers de

as transicoes sao mantidos em

seus valores presentes (continue)

*Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -

,%}cneitos Basicos:
éntiga de Temporizacdo

-

firing semantics
firing semantics

firing semantics

—K é 0 maximo grau de paralelismo. Quando
k—oo , Multiple-server firing semantics é
igual a /infinite-server firing semantics.

—

R€des de Petri Temporizadas

ssociado as Transicoes -

S Bésic05'

semanti 5

p0 g

pl

F Gring '
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,' Redes'de Petri Temporizadas ,' (Blassificacao da Tecnicas de
- ‘I’edsseciad'o as Transicoes - AV‘50-de ‘Desempenho

Conceitos Basicos: L
. firing - / oy
- Avaliagae D&erminisica /Modelagem Estocastica

semant/'g
- /\
) Medigdo Prototipagay 'Meétodos Metodos
/\ Analiticos

Mnaliticos

ta B d=3
: ‘ Benchmarks

p 1‘ Modelagem

.- | -
"R‘ com Arco Inibidor i ‘s com'Prioridade

Definicao: P e ncsio d
i D . € a funcao de
¥ ) . ew mapeamento de que
e ., ) : A, T representam os arcos
definidos como - inibidores
usualmente. -
i ) |deflrgldos como . i_é uma funcio que
é a fungdo de e, mapeia as transicGes niveis de
mapeamento de que o prioridade.
representam OS arcos

inibidores .
Marcagao inicial -

Marcagao inicial —

. -
g7 ‘ac,corrrPrioridade g7 ‘ac,corrrPrioridade
=N = (P

. .

- u - ~
oo o o oo o o
plh tp2 —th p3 i p4 i} 6 PR P2 _th p3 i p4

3
Remogao da Confusdo
0, TG, TG > T

~ECS = {t;, bk}




4 dodes Estocasticas

—

SPN = (P.T,1,0,H,1,G, My, Atts)

P={p.p pu) is the set of places,

T={n.n 1} is the set of transitions,

[ e (N" — N)™™ js a matrix of marking-dependent
multiplicities of input arcs

0 € (N" — N)"" is a matrix of marking dependent
multiplicities of output arcs.

H e (N" — N)"™™ is a matrix of marking-dependent
inhibitor arcs.

.-
' ﬂes Estocasticas

Definicdo: é 0 conjunto de lugares,

0 conjunto de transicoes,
€ a funcdo de
mapeamento de que

representam as pré-condigdes,

¢ a fungao de
mapeamento de que

representam as pds-condices

ou

uma fungdo que associa taxas de

distribuicdo exponencial as
transigoes

Marcacdo inicial -

4 ﬂodes Estocasticas

e

SPN = (P.T,1,0,H,1,G, My, Atts)

[T € ™ is the priority vector
G e (N" — (true, false})™ is the guard vector

My € " is the initial marking vector
Arts = (Dist, W, Markdep, Policy, Concurrency)”

Dist € N" — Fis a firing probability distribution

W:T - Ris a function that assigns
weight to imediate transitions
and delay to time timed transitions
Markdep € {constant, enabdep)
Policy € {prd. prs} is the preemption policy
Concurrency € {ss,is}

ﬂes Estocasticas

€ 0 conjunto de lugares,
0 conjunto de transigGes,

€ a funcgdo de
mapeamento de que

representam as pré- condigdes,

€ a fungdo de
mapeamento de que

representam as pos- condices

¢ a fungao de
mapeamento de que

representam os arcos inibidores

ou

uma fungdo que associa taxas de

distribuicdo exponencial as
transicoes

Marcacdo inicial -

des Estocasticas

Semantica de Disparo de Transicdo
ll%wsigéo té se estiver habilitada
Regras de habilitagdo
MLt > S M(pi) > 1(pi, t;)
Y pieP

Transigdes com disparam primeiro (
Enabling memory, resampling, age memory

Regras de disparo
Se M[t; >M’

M(pl) MO(pi) - I(pi, t)+O(pi, t;), V pieP
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2 d'es Estocasticas

Conflito

< ‘es Estocasticas

eﬁigéo: Grafo de Marcagdes
- ITIIJOIWIMO)

MO
. JA 5

L

" ®

t3 :
M2 J

2 ﬁes Estocasticas

Definico: Grafo de Marcagoes
ITIIJOIWIMO)

W: T Rt U {0} @MO
o -
i ’ |

M1

2 ﬁes Estocasticas

%50: Grafo de Marcagoes
SP a2 ITILOIWIMU)

W: T U {0} @ Mo
/’/ﬁﬁ." ;

- . y
t

N\ t2/ 1\ 4\
| ‘

M1
3

amr
P@/ M2
¢ @

t4

s t1

L,’DZ

p TG

< ‘es Estocasticas

eﬁigéo: Grafo de Marcacdes
ITIIJOIWIMO)
T M

2 ﬁes Estocasticas

Definico: Grafo de Marcagoes
ITIIJOIWIMO)

W:IT="3y {0} MO
2 NG
/ \ \ t 't
M1\
t3
M2
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- e %
it ﬁes Estocasticas gt ﬁes Estocasticas
eﬁn;éo: Grafo de Marcagoes eﬁnEéo: Grafo de Marcagodes

S ITI&OIWIMO) S ITI&OIWIMO)
W: T3 {0} W: T3 {0}

_ yRedes Estocasticas

E |, @ CTMC associada a uma SPN é
obtida da seguinte maneira:

O espago de estados corresponde ao
reachability set da rede marcada

As de cada estado s, (corresponde a
marcagao ) para cada estado s, (M.) sdo obtidas
pela associadas as

que estao habilitadas em M, e cujo
disparo a

- |
8 des Estocasticas " mralizatla (GSPN)

= - : definidos como usualmente.
Assumindo-se que todas as transicdes operam em Single 5 = de
Swantics (SS) e taxas (rates) independentes da Def'% G

t : mapeamento de que representam
marcagdo, e;n-;e. 0s arcos inibidores

se t for temporizada

se t for imediata
] 3 /N ou )
onde gerador infinitesimal (matriz de taxas) / uma fungio que associa
: as
é a taxa de disparo de t,. W g 3
= {t It € &(M)) A M[t,>M; }€ o conjunto de transicdes probabiligggggsdgadics?p?% E%gsao o
que estdo hablitadas em M; e cujo disparo levam a M;.

conjunto de transigdes habilitadas em M,. ) 1 . Marcagao inicial -




Estocasticas

" Redes Estocasticas
- ralizada (GSPN)
[ Semél&gsgaro de Transicao

Regras de habilitagao
%, M(pi) >=I(pi, t;) e M(pi) < H(pi, t;)
V pi eP

Uma transig’a’oﬁé disparavel se estiver habilitada
Transi(;c”)“:om delays menores disparam primeiro (Race)
Transicoes imediatas disparam instantaneamente com
prioridades sobre as temporizadas
Diferentes niveis de prioridade podem ser associados as
transicoes imediatas.
Transicoes imediatas com mesmo nivel de prioridade
associada disparam de acordo com o peso associado a cada
uma.
Enabling memory, resampling, age memory
Regras de disparo

Se M[t; >M’

M'(pi)=MO(pi) - 1(pi, t,)+O(pi, t), V¥ pi <P

Redes Estocasticas
~ @eneralizada (GSPN)

Grafo de Marcagoes

Vanishing
marking

~ @eneralizada (GSPN)

Reachability Set

RE=VS U TS

VSNTS =0

VS — Vanishing set:

MarcacOes em que as
transicoes disparaveis
sao imediatas.

TS — Tangible set:

Marcagoes onde as
transicoes habilitadas
sao temporizadas.

Redes Estocasticas

~ @eneralizada (GSPN)

P{tiIm;} = o/q;

0= 2tk e(Mi)

w, € a taxa de disparo de t,.

e(M;) conjunto de transicdes
habilitadas em M;.

Quando a marcagao €
vanishing, @, € um peso
(transigao imediata).

Quando a marcagao €
tangible, o, é a taxa.

Redes Estocasticas Redes Estocasticas

. @eneralizada (GSPN) ~ @eneralizada (GSPN)

QuaMrsas transigGes Assurrf1ind~o ] au§|e nfiadde Quan@rsas transicoes  ,ando transicdes de um
- E confusdo, o calculo do e & R N =
imediatas esta : imediatas estao dnico ECS sdo as Gnicas

habilitadas.em uma ECS consiste em _ ]
) particionar as transicoes imediatas
P{tm} = or/wi(m)

mesma marcacao edi 3
(vanishing), decidir qual e
0s quais as transicdo de Wil(M;) = 24 ¢ feeseio » ey @

transicao dispara so faz :
sentido quando na cada conJunto_possam
estar em conflito.

presenca de conflito.
Contudo, transicoes de
diferentes ECS sao
concorrente.

habiIitadasim ‘Uma

mesma marcagao

(vanishing), decidir qual

transicao dispara so faz

sentido quando na

presenca de conflito. Os pesos podem ser diferentes
em diferentes marcagoes,
mas a relagdo entre estes
pesos é constante (sem
confusdo)




Redes Estocasticas
mrallza‘da (GSPN)

Reachability Set

— Vanishing set:
Marcagoes em que as
transicdes disparaveis
sao imediatas.
— Tangible set:
Marcacoes onde as
transices habilitadas
sao temporizadas.

%rantir a existéncia de probabilidade
e naria, a rede deve ser:
limitada (bounded)

reversivel e
livre de bloqueio (deadlock-free)

[1Q = 0, Zyicrsny =1

Probabilidade estacionaria de uma marcagéo M;
(T[]J Tyenry n) Q ~ (0 )

Zl TCi—l

ﬁes Estocasticas

a probabilidade de se
disparar ‘ esta habilitada em M.) em

)3

€ a taxa associada a transicdo t através
da

Redes Estocasticas
mrallza‘da (GSPN)

Grafo de Marcagoes

Vanishing
marking

ucoes Transientes

dH(O=TIEOQ , TI(0) = (m(0), ..., 7.1(0))
dt -

Uma solucao formal para o sistema acima é:
T1(t)=I1(0)e<t

d'es Estocasticas

a probabilidade de se disparar

"
-

Extended Confiict Set
0 peso associado a transicao t, na marcacdo

Caso haja mais de uma transicao imediata, de diferentes

ECS, habilitadas em uma marcagao M, nao importa a
ordem de disparo, desde que a rede seJa livre de
confusao.




2 d'es Estocasticas

Wo de permanéncia numa marcagao

¢ a taxa associada a transicdo t através
da

3 ‘es Estocasticas
\ThHroughput rate de uma
Hsigé.o temporizada
.

€ a probabilidade estacionaria de
uma marcagao Mi que habilita

€ a taxa associada a transicao

2 ﬁes Estocasticas

\Throughput rate de uma
?l%sigé.o imediata

Pode ser calculada de uma transigao
exponencial e a estrutura do modelo GSPN.

(l)f
2
d;
Ui
i tj e tk sdo as unicas transi¢oes
1. de um ECS.
1 bl >
@

4 d’es Estocasticas
Probabilidade que um Nimero esperado de
Iu;ﬂnha .marcas marcas no lugar

€ 0 nimero maximo de marcas
que o lugar pj pode conter

3 ‘es Estocasticas
ﬂ eémpo'médio entre disparos de
u tra.nsigéo
o

€ a probabilidade estacionaria de
uma marcagao Mi que habilita

€ a taxa associada a transicao

g d'es Estocasticas
,é/.tﬁesis law
| (ergddico)
E[X]***t@manho médio da fila.
E[s] - Tempo médio de servico do
sistema.
A - taxa de chegada
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i 'des Estocasticas

7@5 Ihédio de espera em um lugar

.

o)

€ 0 numero médio de marcas no lugar
throughput da transicao

; ﬂei Estocasticas

put de transicoes K-server semantic

TP(T0) = E{(#P0} X 1

I

VAR E5Pekago 0o
LUGRE O ButpA R
0T Yo .

P{EnablingDegree(Ty) = i} X 1A

Where n is the highest enabling degree of T}.

Representagao

implicita do

X=8.;#=10. =2, k=20
Q= QueveingProcess (A, 4, n, k1:

QueueProperties[a]

4

Basic Properties
i [ Queseotation 0
PO
AmvBae |8
NE=1 1pa-025 sevieehate | 10,
e sT:=01
: SRi=10 o
senerType ninteserer
[T |8
Uizat

Utiization = E{#P43NS ServiceChannels |2

Throughput = E(#P4YSR BS:=18 Throughput =
GS - E{#F2) MO = 0152380897055 SystemCapacity | 20
WSS = E(#P2BE(2P4) 1155 = 095236089404 InialSate o

(#P2 HE(#P4 ) TBA MST =

(#P2PTEA mat=

DiscardProb = P{(#P1=1) AND (#F2-BS) AND (ZP4=NS)} Discarcprob - 377E.9 MeSystemsize 0952361
5 Discararat

‘Performance Measures

o15EES MeanSystemTme | 0119048

MeanQuesesize | 0152381
MeanQueseTime | 00190476

BS=19
Uizaton = P(#PS=0)
Thoughput = P(FP4SDY(1/ST)

ST = (E(#P2HE(#P4) TBA
QT =E(#P2)TBA

DiscardProb = P((#P1=1) AND (#92-B5) AND (#P4=NS))
DiscardRate = P((#P1=1) AND (#P2-85) AND (¥P4=NS)AR

n
Throughput(Te) = n(so) X 24+ n(s;) X 4
Throughput(Ty) = P{m(Py) = 2) x 22+ P(m(Py) = 1) x A
Throughput(Ty) = P(EnablingDegree(Ty) = 2} x 24 +
P(EnablingDegree(Ty) = 1) X A

TP(Ty) = P(#P0 = 2} X 02+ P(#P0 = 1} X 0.1 =
0.009954751

UizationS1 = (NS1-E(#PS)NS1
UizationS2 = (NS2-E(#PS)NS2
Thioughput! = E(#P4YSRI
Throughput2 = E(#P6}SR2

Throughput = E(fPS)'SR2 + E(#P4YSR1
NS = E#P2)

MSS = E(BP2HE(FPARE(PS)

ST = (E(#P2E(£PA HE(#P5)) TBA

MO = E(#P2)'TBA

AND (#P2-85)
AND (-

Utiization = 0798513290494
Throughput = 7.985132904942
MO = 3038090276985

DiscardProb = 0.001858386852
Discar dRate = 0.014867085058

UtizationS1 = 0 376547231148 MOS =0103515654521

Directly from the CTMC:

21 =02

1 =0.01

7(52)=0.9049773755656109
.09049773755656108
=0.004524886877828055

Throughput(Ty) = n(se) X 22 + (s;) X 2 = 0.009954751]

- [ Theoushput s

Representagao
explicita do

Basic Properties

QuessNotation | MAV/1/20

ArivalRate s

ServiceRate 10
UtifizatonFactor | 0798138

Thoughput 798138

ServiceChanaels | 1

SystemCapacity | 20

InitlState [}

Performance Measures

MeansystemSize | 330451

MeanSystemTime | 0476673

MeanQueusSize | 300637

MeanQueueTime | 0376673

A=01

K =001

Equivalente ao
anterior.
Servidores
representados
individualmente

R=8.;4=10.:n-2; k=20
Q= QueveingProcess (A, 4, n, k1:
QueueProperties[a]

‘Basic Properties
QueueNotation
AmivalRate s
ServiceRate 10.

UtiizationFactor | 0.4

ServiceChannels |2

SystemCapacity |20

InitalState )

‘Performance Measures

Theoughput! = 3765472311484 1,
Thvoughput2 = 4234527685679
Theoughpt

0852381

= 7 Segeseeariss MOT

MeanSystemTme | 0119048

DiscardProb = 35E.10
DiscardRate = 283769

MeanQuesesize | 0152381

MeanQueseTime | 00190476
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Ne=1 ai 0125
AR:=8

UtifzationS! = 0376547231148

Throughpu = 7999999957163

110S = 0103515864521
B18E25110524

ST = 0102353138815

QT = 0.01 2932458085

DiscardProb = 3.55E-10

DiscardRate = 2837E-9

Servidores com
caracterisitcas
diferentes.

des Estocasticas

55 =E(#B}

IF (#5U=2 AND #8>1):ST*0.5 ELSE ST;

TP = P{(#B >0 AND #SU = 1}  (1/5T) + P{#B > 1 AND #SU = 2} = (2/5T)

COA = E(#SU)/NS

A=P(#sU> 0}

Glient_Ariive_to_Bank

Cliznt_Ariving

Client_Retriving

Client_sannot_Enter_the_Bank

Ariving_Time =2
Senioe_Time =4
Woik_Slot_Time = 120
Resting_Time i= 15

Client_Being_Sened

Does_Not_Enter

Sewer Leavas

Servers_Out_of_Service

Clisnt_in_the_Queue = 748873813
System_Time = 188035548

Prababilit_of_least_one_Sewe_nat_being_sening = 0.0
Waiting_Time = 18.3523380
Fiobability_Client_Doss_Not_Enter_the_Bank= 0.0

des Estocasticas
e‘ tempo de repouso

55 =E{#5)}
TP = P{#B > 0 AND #5U = 1.

A=P{asU=1}

()

tempo de repouso

m k-server semantics

55 =E(#B}

TP = P(#B >0 AND #SU = 1}  (1/5T) + P{#B > 1 AND #SU = 2} = (2/5T)

COA = E{#SU)/NS

A=P(#sU>0}

T

Estocasticas

B structural Analysis Output

ISTRUCTURAL ANALYSIS

[ECS: Does_Not_Enter Start_Senving
|#arning: inner canfusion between Start_Sening and Does_Not_Enter
Warning: direct exteral (nhibitor-)confusion between Start_Sening and Does_N

[The net contains 3 P-invariants.
[oueue + Queue_Capacity= 08

[servers_availabie + Servers_Out_of_Serice + Client_Being_Served = NS
[otient + Client_Arrve_to_Bank + Glient_Cannot_Enter_the_Bank= NC

Il places are covered by p-invariants,

IECTENDED CONFLICT SET

Prioty  immesiate Transtions

1 Enter

1 Does_Not_Enter Star_Sening

IRemoving temporary fles

BB Estimate Statespace Output

Estimating statespace
IResult of estimation (based on state equation with backtracking):
latatespace = 1368
ime passed with computation: 7.1 5
IRemaving temporary fles

[MARKING: 1 { Client Client_Arrive_io_Bank Client_Cannot_Enter_the_Bank }
[MARKING: 75 { Queue Queue_Capacity }

Teaus fnished

B8 siphons Output

Removing temporary fles

[oacutation of Siphons:

[Time passed with computation: 017 5

INo. of siphons = 3

MARKING: 2 ( Servers_vailable Servers_Out_of_Senice Client_Being_Served )
MARKING: 1 { Client Client_Arrve_to_Bank Clier_Cannot_Enter_the_Bank }
MARKING: 75 ( Guee Queue_Capaciy)

Sttuctural Analysis finishedt

Siphons finished.
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Result Monitor
Hle Display X-Axis Y.Axis Window Result Monitor
Vector-Cache (0%)
00:00:03@ 1231100 (0%) Vector-Cache (0%)
00:00:03@12/31/00 (0%)

e Display X-Axis Y.Axis Window

15| Amiving Time

Result Monitor
isplay X-Axis Y-Axis Window

File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector Cache (0%)
00:00:03@123100 (0%) N

Vector-Cache (0%)
00:00:03@12/31100 (0%)

(=] Number_of_Client_in_the_Queue System_Time ;Server_Availability Waiting_Time Pr... o° @ [X]
o
vl

| TYe——r——

] Number_of_Client_in_the_Queue System_Time ,Server_Availability Waiting_Time Pr.. o* & [

System_Time

s
0.9
0.8
0.7
0.7
0.6
0.5
0.5
0.4
0.3
0.3
0.2
0.1
0.1
0.0

0.1 0.4 0.7 1.0 13 1.6 18 2.1 2.4 27 3.0 3.3 3.5 3. ArvineTime

Asriving Time

Display X-Axis Y-Axis Window
Vector-Cache (0%)
00: 12/31/00 (0%)

[F] Number_of_Client_in_the_Queue System_Time ,Probabilit_of_least_one_Server_not.. o~ & X

Numb he.

Daes_Not_Enter

Clignt_Canmat_Enter_the_Bank

Aviving_Time =0.5

Sewice_Time = 4 Ll

Waik_Slot_Time := 120 €.803554

Resting_ Time = 16 Prababilit_of least ane_Server_nat_being_sening = 0.0
Waiting_Time = 183523388
Prabability_Client_Doss_Not_Enter_the_Bank=0.0 . . X X i i ! X .7 20.3| Number_of_Servers

_the_Queue = 748873013




Result Monitor,

ile Display X-Axis Y-Axis Window Vector-Cache (0%)
Vector-Cache (0%) :30@12/31/00 (0%)
00:00:30@12/31/00 (0%)

=] Number_of_Client_in_the_Queue ,System_Time ,Probabilit_of_least_one_Server_not... o° ' X
=] Number_of_Client_in_the_Queue ,System_Time ,Probabilit_of_least_one_Server_not... 10.7 4
5.7

18.4 ]

15.4

17.1
17.1

15.8 |
15.8
1a.4
13.1
1.8
10.5
9.2
7.9
6.6
5.3
3.9
2.6
1.3

Number_of_Servers - - - - - - - - - -3 | Number_of_Servers

Result Monitor
File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%) Client_Arive_to_Bank
00:0 12/31100 (0%) A

[E] Number_of_Client_in_the_Queue ,System_Time Probabilit_of_least_one_Server_nt.

T —re—

f_Client_in_the_Queue =27 0358551
System_Time =0.1315488
Frababilit_of_least_one_Servei_not_being_serving = 0.1525771
Walting_Time = 6.7585228

Probability_Client_Boes_Not Enter_the_Bank= 0.0

Number_of_Servers

- 4
'Exemplo — Sevidor Central

Vector-Cache (0%)
00:00:30@12/31/00 (0%)

[5I Number_of_Client in_the_Queue System _Time Probabilit_of_least_one_Server_not. CPUidle

61.4
5.0
waitCPU e PU

Py

DISK getDISK

weDISK waitDI SK

Do livio MODELLING WITH .
DISKdie

Resting_Time




g d'es Estocasticas
Apxim'ando Outras Distribuicdes

VariéveiaSuBementa res
Aproximagao por Fases

Para encontrar uma distribuicao por fase
adequada para uma distribuicdo genérica, duas
atividades sdo fundamentais:

Determinar o tipo de aproximagdo necessaria.
Encontrar os parametros numeéricos da aproximagao.

4 ‘es Estocasticas
Aproximacdo por Fases
Ponto rem considerados na escolha de uma
aproximaglopor fases.
d : é importante

fazer com que o numero de estados seja 0 menor
possivel.

: pode ser possivel obter uma
aproximagao que gere excelentes resultados. No
entanto, pode nao ser facil a integracao no modelo
markoviano resultante.

* JRedes Estocasticas ',

Apxin'1ag50 por Fases ‘—'—‘

tl Va2
S oje 1o

e

- //7

Generalizgn’db para n fases iguais a

T

Pardmentros:n, A; Valor Esperado:

g ﬁes Estocasticas
Apioximacao por Fases

Pontos a serém considerados na escolha de uma
aproxima@oﬁor fases.

: quanto mais
proximo for a distribuigdo por fase da
distribuicao real, melhor.

Medidas de aproximacao:
— Moment matching

—Encontrar um pdf (ou cdf) que seguem a pdf real
numa determinada regido de interesse.

< ‘es Estocasticas

Apxin?agéo por Fases
Pontos a'serem considerados na escolha de uma
aproximaeﬁoﬁor fases.

: quanto mais parametros sejam
necessarios para especificar a aproximagao, mais
dificil se torna para encontra-los.

g d'es Estocasticas
Distr' uiz";) Especificada (empirica)

- Up

tl, Ay, Wy=1/0y

Se up/op= 1 entdo uma transigao exponencial é
suficiente. A,=1/up
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o d'es Estocasticas

Distr' uiz"a'o Especiﬁcada (empirica) up

o ("o

= Y/up = n?/yp

DistrW:o Especificada (empirica)

Se up/op> 1 e Up/op & Z

(up/op)? -1 <y < (up/op)?
A= 1/ wy = pp + sqrt(y(y+1) op? - W)/ (v+1)
A =1/ 1y = W £ sqrt(y(y+1) op? - p?)/(v+1)

ﬁes Estocasticas

Distribuicdo Deterministica . 'Ej .
. “

Aproxima-se, fazendo-se ¢, pequeno

= v torna-se grande.

Se pp/op= x# 1, X € Z (c=0p/ up<1)
v=X%, A= X[y

d’es Estocasticas

Distr' uiz"a-o Especificada (empirica) ,,

Erlang distribution
V<1

1 _El _ws_

v a ap

nEZn>1

iy,

DlstrU|ao EspeC|f' cada (empmcab 'cn .

Seup/op>1 e Up/op & Z

(Mp/0p)? -1 < ¥ < (Up/6p)?
Ay =1/uy wy = pp + sart(v(y+1) op? - wp?)/(v+1)
Ay = 1/, 1y = yp £ sqrt(y(y+1) op? - wp?)/(v+1)
delayl=1/A; delay2=1/1,

o0jo @

d'es Estocasticas

Apxin'1ag50 por Fases

.-.
-

Paramentros:

Variancia:
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_ yRedes Estocasticas
Distrib ui 0 Especificada (empirica) Mo

Sp

. .
Wy = 0 /Ay (paa esta Hiperexponencial)
oy = [sqrt ( 2@y = @)1/ Ay

Se iofop< 1 (c=0o/io>1) @y o,
o; = 2pup?/(up’+0op?), 0 =1- o

M = 2up/(up?+op?),

7
_ yRedes Estocasticas

Distr%o de Cox
Cox gen U@ ideia de composicao de fase exponenciais

para gera probabilidades e taxas complexas.

es y s30 taxas (diferentemente

)

o~
7 des Estocasticas
OByt de Cox

Simplific em dois casos particulares:

= CasoCV < 1‘

M=K 1=

o kb

“
kbl -1)(b(1-k)+k-2)

var (X) = 5 b= 2hek + (k- 2) - VR4 dkd
" . A + (k- 1)
o kb= DB -k +k—2)
%= o+ k(L= By)J2 . U ()
X

» Taxa das fases

.-
_ yRedes Estocasticas
Distr' uiao ESpecificada (empirica), Mo

Sp

Wy = 0y /Ay (para egta Hiperexponencial)
oy = [sqrt (2 @y - @721/ Ay
Se pp/op< 1 (c=op/up>1)
o; = 2pp?/(Up*+0p?), @,=1- o
Ay = 2up/(Hp?+0p?)
delay=1/A;

-
P ﬂes Estocasticas
DIStI’ UI 50 de COX ;\Olzs;;:esrllnod:ess)uc taxa (diferentemente

Simplific em dois casos particulares:

_ bt k(L - by)
—
ST EYEL Y e le 1) R TIoiR
“ T T RA A Nk-1)
G kabyk— 1) ({1 - k) +k—2)
s by + k(1= By : kb (k1)
" % .

» Taxa das fases

L >

g Nestes slides p, ¢ 1, sdo taxas (diferentemente
e . stes slides fuy e o, s s
DIStrUIaO de Cox dos anteriores)

Simplific em dois casos particulares:
-

= Caso CV > 1‘

Kz
ar [X) = It +ﬂ‘f“1z(% —a)
ui-
3 +ap(2 —a)
(2 +apy ?
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e . Nestes slides 1, ¢, sio taxas (diferentemente
DIStI’%O de COX dos anteriores) e
Simplific em dois casos particulares:

= Caso CV > 1‘

3+ apf(2 - a)
W13
pd +api(2 —a)
(2 +ap )?

var (X)) =

=

CPUdle

waitCPL weCPU
e -]

think TERM §etCPU

DISK

useDISK waitDI SK

Do livio MODELLING WITH e
GENERALISED A
STOCHASTIC PETRINETS DISKidie
Marsan ot a.

r: Mbdd'o Politicas de Memoria

wg com 3 Fases

Peontrol

MMIK

Utiization = 0.798513290494
7985132904942

NSS = 3.834603567479
MST = 0479325445935
MQT = 0379511284623
DiscardProb = 0.001356386882
DiscardRats = 0.014367035053

phase_delay := 0,025

Nopi=4

Utiization = P(#P5=0) Uization = 0.775247401057
o Thioughput = (PE#P7>0F(1/phass_delay)/NoP Thioughput = 7.752474010572
MOS = E(#2) MQS = 2184645271069
MSS = E{#P2J+E(#6) WSS = 2959896672128
ST = (E(#P2HE(#PE) TBA ST = 0363987084015
MOT = E{#2)TBA QT = 0273081156884

DiscardProb = P((#P1=1) AND (#°2-BS) AND (#P6-Ns))  DiscardProb = 1657476364
DiscardRate = P((#P1=1) AND (#2=8S) AND (#PB=NS)AR _ DiscardRate =0.001325562638

ik A T ——
#FRer T fement e L

| S | = ON
[

waseC P

c L commpiese
CrUe
chooss
i TERM T I
| T
orex |
Do livio MODELLING WITH

wse DI SK wast D SEC

DISKuile

,: Mbdd'o Politicas de Memoria

wito entre Erlang com 3 fases e
exponencial

Pin Vil 21 T P2 T
[ [ [1
LJ LF q
Peontrol

n@@g
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,.. Mbdd’o Politicas de Memoria

ﬂg com 3 fases com interrupgdo

Peontrol

__ M'bd"o Politicas de Memoria

wito com politica £nabling Memory

_. Mbdd’o Politicas de Memoria

wito com politica Age Memory

Peontrol

aetCPU.

DISK eI SK gt DISK

AT

Peenaret

Tﬁm‘w‘q‘a uma Transigo Erlang

Transicao Genérica
tempo da transigdo genérica 0 & 100 u.t

B3eé1ut

™
[ Bétus
uN

O throughput da sub-rede Erlang pode ser obtido através de TP =
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v

, SPN — Deterministic and
" W Stochastic PN

gl i(;ao
- F I I O I I1 'I D - Marsan,Chiola 1987
Ll T, SN0, IW)

€ 0 conjunto de lugares,

denotam funcgoes (vetores de fungdes) de
entrada, saidas e de inibicdo que mapeiam transigdes
em multi-conjuntos de lugares:
BRRE P, Vte T
WADEER PRV Sl
VipRe PVt e T

€ marcacao inicial,

SPN — Deterministic and
‘ Stochastic PN

-

@plo:

-

-
Tim ={tad

Texp={t3lt4}
Toer={t2}

EDSPN' - Extended Deterministic
W and Stochastic PN

WN — (PITIIIOIHIHIMOIDIW)
g atribui
um tempo médio as transigdes
estocasticas e um tempo constante as
transigoes deterministicas,
atribui um peso
as transicOes imeditadas.

SPN — Deterministic and
W Stochastic PN

PN-= (PITIIIOIHIHIMOIDIW)
D atribui um tempo

7 _go .~ 3 .
medio as transicoes estocasticas e um
temp@ constante as transicoes
deterministicas,

atribui um peso as
transiges imeditadas.
Toee =9

Embora seja possivel a analise de modelos com mais de uma
transicdo deterministica simultaneamente habilitadas, as
ferramentas, normalmente, somente implementam métodos que
considerem apenas uma transicdo deterministica habilitada por
marcacin

SPN — Extended Deterministic
W and Stochastic PN

finicao
=JPITIIIOIHIHIM0!DIW) 1
€ 0 conjunto de lugares,
denotam funcoes (vetores de fungdes) de
entrada, saidas e de inibicdo que mapeiam transicoes
em multi-conjuntos de lugares:
VpeP VteT

VRS Pijvltiic
WVABNERPSVAG X )

€ marcagdo inicial,

EDSPN' - Extended Deterministic
W and Stochastic PN

@-plo:

v

4

P D3
o @
2
Modelo em EDSPN para limpar p,;
(arcos dependentes de marcagdo).

Modelo em DSPN para limpar p,.
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= Extended Deterministic o -~
ﬁnd Stochastic PN a ﬁes Estocasticas

Tempos dependentes da carga "Consideragdes

Redes de Petri estocasticas sao uma representagao
,/é_\! compacta de alto nivel das CTMC
p; Py

i Equivaléncia com CTMC
Qal—” . Andlise quantitativa
\ ‘ \ ) Analise qualitativa

Modelagem de sistemas concorrentes, nao-
deterministicos e assincronos. Modelagem de
sincronismo, escolha, mutua exclusdo etc

-
_ yRedes Estocasticas
#Aigumas Referéncias:

Modelling with Generalized Stochastic Petri Nets,
A. Marsan et al, John Wiley & Sons, 1995.

Performance Modelling with Deterministic and
Stochastic Petri Nets, C. Lindermann, John Wiley &
Sons, 1998.

http://www.daimi.au.dk/PetriNets




