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Simulacdo  Analise Operacional

elos Temporizados
-

Com todos estes pontos de vistas, diversos modelos tém
S 0stos na literatura para tratar (modelar e analisar)
0s sistemas sob o ponto de vista temporal.

-

Dentre os’odelos temporais, podemos ressaltar:

Logicas Temporais: Linear Time Temporal Logic, C.
T L

Algebras de Processos Temporais : 7imed CSP
Autdmatos Temporizados

Cadeias de Markov

Redes de Fila

Redes de Petri Temporizadas: 7imed PN, Time PN, SPN, GSPN,
DSPN

“_ Inter etagoes do Tempo -
&

Amnogéordertemporpode ser representada de diversas maneiras
istemas computacionais.
€ definido a partir de relac6es de precedéncia entre
eventos perm g“ iéstabelecer ordens causais entre conjunto de
eventos.

lk um tempo métrico que permite representar
uantitativamente a'distancia entre eventos e estabelecer ordens
totais entre eventos.

Tempo Continuo seque a natureza uniforme e continua do tempo fisico

e é isomorfo ao conjunto dos reais.

Tempo Discreto & uma simplificacdo do tempo continuo onde a relagdo
de isomorfismo é com o conjunto dos naturais.

Tempo Global _|

Tempo Local

’A‘e de Desempenho

-

%erminl’stica
Melhor.e pior casos
Probabilistica
Valores provaveis
Operacional
Informagoes observaveis

Analise exaustiva

Medidas obtidas do sistema real
Prototinos

g Imos Temporizados

Modelagem para Andlise de Desempenho

K

Anélisé Operacional
Modelos para Simulacdo
Modelos Analiticos

Cadeias de Markov

Teoria das Filas

Redes de Petri Estocasticas

Algebras de Processo Estocésticas




em para Analise de
esempenho

umas destas classes de modelos temporizados
Wm a analise temporal dos sistemas seja sob o
ponto de vista deterministico ou sob o ponto de vista

probabilistico. Para modelagem e avaliacdo de sistemas

criticos, s80'de particular interesse os modelos que Tempo de resposta
possibilitem a representagao de tempos fisicos e ndo

apenas o tempo l6gico. T/?/joug?pUt
Os modelos que possibilitam a especificagdo do tempo Utilizagao
fisico, podem representar os tempo de foras distintas, por Capacidade

exemplo: Confiabilidade
por Intervalos Taxa de descarte

de forma Deterministica
de forma Probabilistica

~ uNetaggo de Kendall
. K Servidores

fnélise Operacional ~ distribiiglo

do tempo.entre
chegadas.

Informagoes observaveis B — distribuigdo
do tempo de servigo.
m — nlmero de
servidores. ,B ={M,D,G,E}
4 *M - Markovian,
K'= capacidade de +D - Deterministica,

armazenamento. -G — General
*E - Erlangian

Jeff Buzzen and Peter Denning

g ‘agﬁo de Kendall it ﬁise Operacional

/ I# mK Exemplos: Varidveis operacionais
- ibuigdo M/M/1 + Tt Periodo de observagdo
do tempo entre K M/M/1/K - K: Ndmero'de recursos do sistema
chegadas. M/G/2 - Al l‘gro total de solicitages (ex:.chegadas) do
B — distribuicgo recurso i no periodo T.
d « Ap: Numero total de solicitagdes (ex:.chegadas) ao
do tempo de servico. sistema no periodo T.
m — numero de . C;: Numero total de servicos finalizados pelo recurso
servidores. i no periodo T.
K = capacidade de + Cy: NUmero total de servigos finalizados pelo
armazenamento. sistema no periodo T.

+ Muitas vezes quando K e m s&0 e, + B Tempo de ocupagdo do recurso i no periodo T.
estes termos séo omitidos ou usa-se




g ﬁise Operacional e ﬁise Operacional
m-Io

IVQ cas derivadas (derived measures) Eﬁ
© Tempo meédio de servico por finalizagdo relativa Supon ao se monitorar uma processador por um

ao recurso i Si = Bi/Ci periodo de 1 min, VErificou-se que o recurso esteve ocupado

- Uiz iiémpo médio de servigo por finalizagdo relativa por 36s. O numero total de transagbes que chegaram ao
ao recurso i; Ui = Bi/T sistema é 1800. O sistema também finalizou a execugdo de

- Xi: throughptt (ex.: finalizagdes por unidade de 1800 transagBes no mesmo periodo.
tempo) do recurso i; Xi = Ci/T

. Ai: taxa de chegada (ex.:, chegadas por unidade 1. Qual a taxa de chegada ao sistema (1)?
de tempo) ao recurso i; Ai = Ai/T 2. Qual é o throughput do sistema (X)?

- X0: throughput do sistema; X0 = CO/T 3. Qual é a utilizagdo da CPU(Ucpy)?

. Vi: Namero médio de visitas ao recurso i por 4. Q_ual é o tempo médio por transagdes finalizadas pelo
solicitagdo; Vi = Ci/CO sistema (So)?

d ‘Tise Operacional
m '|0

d ‘Tise Operacional
m '|0

E iEpo%e salientar que o Unico recurso do sistema é
a CPU, portante:as métricas associadas a CPU serdo
as mesmasiassociadas ao sistema.

E irlf‘lpc;%e salientar que o Unico recurso do sistema é
a CPU, portante:as métricas associadas a CPU serdo
as mesmasiassociadas ao sistema.
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3 ‘fise Operacional
U@im Law %ﬁon Law

i
XK

Exemplo: Corﬁere gue 125 pacotes por segundo chegam a
59 X um roteador e que'e roteador leva em media 2 milisegundos
= Jj X A para tratar o pacote. Portanto:

U; = 0,002'% 125'= 25%
Relacionamento da utilizacao de um dispositivo com o seu
throughput.




JAnalise Operacional
e’

-
A banda passante'de um /ink de comunicacio é 56000
bps. Pacotes de 1500 bytes sdo transmitidos ao link a
uma taxa de 3 pacotes por segundo

Qual é a utilizagao do link?

‘Tise Operacional

/-'@ced oW Layy

z.cxﬁzci Co

Si= o = 7 e

=V; X Xy

Uma maneira interessante de relacionar o trhoughput do sistema ao
throughput dos recursos.

JAnalise Operacional

ce Demand.Law
SEIVjGENeiand. de um recursos é o tempo médio
total c Uma transacao passa em no recurso.
Da Utilizationitay temi-se:
Ui = Xf X Si
Da Forced Flow: Law;, tem-se:
=
Portanto:

il 6 000 o4 Tt o st 14,1 (1B
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‘Tise Operacional
/=0, ceza’ oW LG,
XI'. =T X }‘;’U-.

Exemploz supofiha queitoda vez que executa uma transagdo
faz-se 2 acessos allima unidade de disco. Se 5,6 transacdes
sao finaziladas por segundo, portanto:

X; = 2% Siot="180 AR

‘fise Operacional

Sce PEmiad Lan
UL,_V X XogxS;=D; xX,
-

Ug

Portantos D= =
0




<
o ‘Tise Operacional

Exemplo
Consideres UniNvesiserverfol monitorado por 10 min e que

a GPUlestevelotlipade por 90%. O /ogido Web Server registrou
30.000/s0liGitaGOES processadas. Qual € a CPU Service Demand
(Depy) relativaras solicitacoes ao Web Server?
T _Cn_ 30000 B /s
Ko =7 i sol/s
Depy = Uepuf/Xp = 0, = 0,018 s/sol.
ou
Bepy = Uepy X T = 0,9 x 600 = 540s
_ Bepy 540

n — NAN10 .~ /aad

Quando ndo hd fila e considera apenas um servidor a Little’s law
corresponde a Utilization law:
e R=S

Kl
- ‘fise Operacional

Exemplo
ParanltUsterfeIconceItorderService Pemand considere o caso em
QUEG transacees ideem 3 acessos (cada uma) a uma unidade
de disco. @5ENpos de cada acesso sao apresentados em ms.

Transaction No.

Onde,R =W + S
R — Response time
W — Wa time X — Throughput

N — Niimero de clientes no sistema

S — Service time

Operacionais (derived measures)
Utilization Law:
Ui=X;x 85 =A x5

Forced Flow Law:
Xi=VixXo

Service Demand Law:
D;=Vix 8 =U/Xo
Little’s Law:
N=XxPR
Interactive Response Time Law

Mo,

R=
Xo




agem de Fenomenos 73 & 5
. - |
Aleatorios &edslo de Probabilidade

S—-—

- 1 aco amostral (): um conjunto de todos
" . ossiveis “estados” observaveis (eventos

e Modelo elementar) de um fenémeno aleatorio.
Anélise 1 P .

Estatistica Probabilistico : Conﬂo de eventos (S5): um conjunto de
todos 0s possiveis eventos de interesse.
Probabilidade dos eventos (P): a
probailidade de ocorréncia de um evento

observavel.

Resultados

Validagao

PM é a tupla: PM = (Q, S, P).

jsgago,Amostral > : Eventos

babilidade de um evento representa a chance de que o resultado u ever_\to £euma colegao de zero ou mais pontog
de“nmento resulte na ocorréncia do evento. a (evento elementar) de Q. Um evento £¢é

um sub-corfjuﬂo de Q.

Assume-se que os.perimentos sdo aleatdrio.

- - cq
Um experimento aleatério pode ter muito resultados. Cada resultado é E =
um ponto amostral (évento elementar) e tem uma probailidade. P - 1 i ),
Q e o evento universal e o conjunto vazio é
presentado por[i}]

Qes
Finito (ex.: execugao das agOes associadas a opgbes de um if; A
dois resultados) AesS=> Ae §

Countavel (ex.: nimero de vezes que “corpo” de um lago while é
executado; O espago amostral por ser finito ou contavel infinito.) A,B eES= AU B,A NBes

Continuo (ex tempo de falha de componente)

"

Um espago amostral Q : um conjunto de todos os possiveis “estados
observaveis (eventos elementares) de um fenémeno aleatdrio.

Diagrama de Venn

Intesecao de Eventos e ‘Srobabﬂidade

5 Espaco amostral Probabilidade é um valor numérico que
Interse¢ao Senta a chance de que um evento

\ J ocorra.

Os valofes de uma Probabilidade estéo entre
Oel.

A probabilidade proxima de 0 representa
EventoB grande improbabilidade de ocorréncia do
evento.

A probabilidade proxima de 1 denota que a
ocorréncia do evento é quase certa.




i ’ ventos e suas

drobalmhdades

L%ento € uma colecao de pontos
amostrais. A probailidade de um evento é
a soma ias'probabilidades do pontos
amostr

Se pudermos identificar todos os pontos
amostrais (eventos elementares) de um
experimento e associar probabilidades a
eles, podemos calcular a probabilidade de
qualquer evento.

>

3 ‘ Algebra

—
Etos mutuamente exclusivos (disjuntos)
entos sao mutuamente exclusivos sse
Espago
/ Amostral
Evento B

Um conjunto de 7 eventos (7>2) é mutuamente exclusivo
sse

A J— Aj, i=1]
2" oot

4.

-

4 Consequéncias
Esgo de Probabilidade: OS = (Q,S,P)
Sejam A e F(se-.‘:omplemento) eventos

P(@) =0
P(A)=1-P(4)

Se A e B sdo dois eventos que nao sao mutuamente
exclusivos:

P(A L B) = PA) + P(B) - P(An B)

-

¥ ‘ologia'e Definicoes
Qerf

>
e E,=0—E- Complemento
* E3 = E1NE,, intersegdo

* E, = E\UEs, Unido

Para n eventos

Esﬁ%de Probabilidade: OS = (Q2,S,P)
Para qualqusr evento A, a proabilidade de A é:

1.1=P(Y%0, Y A c S
2.P(Q)=1

3.Se A e B Sao disjuntos, entdo:
P(AUB) = P(A) + P(B)

. % Consequéncias:
~Even 0 muttamente exclusivos

P(UA) ZP(A) > P(AA,

+ ZP(AA A, )D] H —1)"P(AA,.A,)

i>j>k

Principio da inclus3o e exclusdo (acima)
Um método muito melhor é:

5. Soma dos Produtos Disjuntos (SDP):
I’(U;l,) P(A1) + P N Ay + P N A MoAg) +- -

FP(A N Ay (e A, 1AL




g ‘ Exemplo

n

Fendmeno aleatorio:
Dois readqs de um teste de condicdo em um if
statement.

-
-

if Bthen T;
else £
0 = {T,E}; Conjunto de resultados
S ={® {E}, {7}, {T E} }; Conjunto de todos os
eventos
P= {0, 2, >, 1}; probabilidade atribuidas

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

assumem
quaisguer valores no intervalo [a,b], onde
-0 <a<h < Hoo

assumem
apenas valores discretos.

Variaveis Aleatorias
‘Restumo

Seja > um
espago'amostral discreto. , que denota
uma de uma variavel aleatoéria X, é
definida por , onde x assume
valores de

Variaveis Aleatorias
‘Resumo

S—-—

Q“r € uma fungdo que

confere um numero real a cada resultado
(do espaco amostral) de um experimento
aleatorio.

€ uma funcao que reflete o
resultado de um experimento aleatdrio.

{o:we Q, X <x}xe R

Variaveis Aleatorias
‘Restimo
wedade Markoviana
Agi

-
Variaveis Aleatoérias com Propriedade
Markoviana

Variaveis Aleatorias
‘Restumo

a (©° ) de uma variavel aleatdria X,
denotadwr , € definida por

€ uma funcdo monotonica ndo-
decrescente tal que onde
e

=




. % Variaveis Aleatorias - % Variaveis Aleatorias
‘Restmo ; ‘Restmo :
m Di
- " Binomial
Bernoulli B . N Considére um experimento aleatdrio

' 3 - independentes com
Considere um experimento aleatdrio com por exemplo) realizados n vezes. A

dois resultados possiveis ( ).

pmf(probability mass function) de X é dada

por: e pmf de X é dada por:

Ver slides de medi¢cdo

. % Variaveis Aleatérias . % Variaveis Aleatorias
Restimo ‘ Restimo

Geometrica - ”“ Valor Médio ou Valor Esperado
Considere um experimento aleatdrio =
independentes com
e por exemplo) realizados n vezes. A Uma

(Y=f(X)) € uma variavel aleatoria com

: f(X) f(k)
pmf de X € dada por:

. % Variaveis Aleatorias - % Variaveis Aleatorias

I's I's

Resumo Resumo

D'scréfa Discreta
qmomento (em torno da origem) de h p|jmeiro momento € o valor esperado.

uma variavel aleatoria X é o valor esperado da Oarin?eiro momento central é
n-ésimapoténcia de -
O'Ségundo momento central (variancia)

n-esimo momento central de uma variavel - .
aleatdria X é o valor esperado da n-ésima O coeficiente de variagao € a

poténcia da diferenca entre X e o valor normalizagao do desvio padrao
esperado de X ( )




Variaveis Aledtorias % Variaveis Aleétérias
Restimo @ Restmo
FURca0 Geratriz de Momentos

S—-—

ao Geratriz de Momentos

Dada uma variavel aleatéria X, a fungao
geratriz de momento de sua
distribuicao de probabilidade é o valor
esperado de

N
720 soa0  a0320 362880
Para a=2, tem-se:
3 5 7 5 o
Ciozee2d o AL + B e
3 315 315 2835

Tomando a esperanga:
=1+ +

Variaveis Aleatorias - % Variaveis Aledtorias
Restimo @ Restimo

A 5 Discreta
Pfogedimento para obtengdo dos momentos -

>

-

-
Determine analiticamente para uma uma Para‘metro:
distribuicdo particular Valor Esperado

;

'
Variancia .

Ache Coeficiente de variacao
Funcdo geratriz de momentos

*  Variaveis Aleatorias *  Variaveis Aleatorias
" 0 Restmo @ Restmo
Dicreté Dicreté

Paréﬁletbs: n,p; it *

Valor Esperado= 1p, Parametro: ;

Variancia= Valor Esperado= 1/p,

Coeficiente de variacao= Variancia= :

Funcao geratriz de momentos Coeficiente de variacao=

Funcao geratriz de momentos




Variaveis Aleatorias
‘Restumo

t|’nua
ari'éwel aleatoria que pode assumir

qualquer valor no intervalo , onde

, & denominada Variavel Aleatdria
Continua.

Cumulative Distribution Function (CDF)

Se entao:

Variaveis Aleatorias
‘Resumo
Continua
ility density function (pdf)

“(
Como''= nao é decrescente, entdo

Variaveis Aleatorias
‘Restumo

ntl'rTua
[} momento

-
-

n-esimo momento central

Variaveis Aleatorias
‘Restmo
tinua
lative Distribution Function (CDF)
X
Se ™ entdo:

Probability density function (pdf)

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

a
Valor Médi%ou Valor Esperado

Uma
uma variavel aleatoria com

g(x) g(x)

Variaveis Aleatorias
‘Restumo

ntinua
Uiido memento central (variancia)
-

4

O coeficiente de variacao e a
normalizacao do desvio padrao

11



Jariaveis Aleatodrias
‘Restmo

Wdade Markoviana
.
-
-
Variaveis Aleatorias com Propriedade
Markoviana

‘ ’Pfﬁlidade Condicional

Caso =~ entdo
T

Density

Distribution Plot
Exponential; Scale=100; Thresh=0

P{X>t} =e M

0,010

0,008
=0,449329
0,006
A=001 =
E[X] = I/A = 100
t=80

0,004

0,002

0,000 L —

’Prﬁlldadg Condicional

Seja um evento

a io em um

espaco a I’'S. A

probabilidade de que

ocorra um evento

uma vez que ' tenha

ocorrido é denotado

por P que é Caso entdo
definido por: Caso entao

Valor Esperado

Variancia:
Propriedade:

|
Frobabijty Density.
y—rpon{x:0.01)

\ 1 A=001
=160

| “t

i —
115000 230,000 345000 459,512

12



... O
" Distribuigdo Exponencial

e

80 160

=
i
P{X>80} =& °v°w°‘=‘o,449329

80 160

30) = P{X>(80+80) A X>80}
P{X>80}
P{X>(80+80) | X > 80}= P{X>160}
P{X>80}
P{X>(80+80) | X > 80} = e001x@0+80) = @001x80 = 0,449329

©-0,01x80

= P{X>80} =

. % Variaveis Aleatorias
0 Restimo
Continua

.

Para’mentro: 5

Valor ESperado: p
Variancia: .

Coeficiente de variagdo:
Fungdo geratriz de momentos

W Wariaveis Aleatorias @

)

1,=1/250

E(t)= j:tx f1[] At
q,=0,4

o= qumtlel[t] at-w?
s

7

D.ﬁuigéo‘Exponencial

3
POt = e

P{X>tu > £ = P{X>t+u A X>t}

P{X>t}
P{X>t+u | X > t} = P{X>t+u}
P{X>t}
P{X>t+u | X > t} = Mt = e = p{X>u}
e'}.t

% Variaveis Aleatorias @

40 Restimo 4
Hi;%nencial

Paramientiae..,  , ; s

Valor Espsado.. F)=X,_, a(l-en), &0

3
E)=X=2_ a/n, £09=X,_; quens, &0

Coeficiente de variacdo: sqrt(2x(1/X)?x Zj_,q5/u? - 1) 2 1

k
Variancia: 2 Ty ai/uy? - X2

\ -
. - txE3[E]dE =
Exponencial Et) I xr 1%
A=0,01
o= j“(tz,rsm)ﬂt -n3t =200
\\\ o015
‘‘‘‘‘‘ — Hiperexponencial

F3[E ] t= (rlxixe™)

% Variaveis Aledtorias
| ‘ Restimo ®
erexponencial
U istribuicao desconhecida de X e
pode Sér aproximada por uma

Paramentros:k=2, u,, u,,q;, d,
w=1/X. (1 - sqrt(qg,/q; . (c? -1)/2))*
m=1/X". (1 + sqrt(q,/q, . (c? -1)/2))!
q:+d,=1, 4y, 920 p;, u,>0

0 -

13



Variaveis Aledtorias % Variaveis Aleétérias
Restimo _ @ Restmo
Erlang-K

k fase k-1 Um. ibuicao desconhecida de ¥ e pode ser

2
4.1_‘ -© Fy(x)=1-eit Zj:o (Kut)i/jt, 0 aproximada por.uma
- Mivessnetol

()= [(ku(kut)s/(k-1)]e*t, £20, k=1.2,... k=[1/c?]

u=1/(c?kX)

Paramentros:k, w;

Valor Esperado: k/u

Variancia: k/u2

Coeficiente de variagao: 1/sqrt(k) < 1
Fungdo geratriz de momentos XS e~

1500

Variaveis Aleatorias - % Variaveis Aledtorias
‘Restimo g ‘ ‘Restimo

distribuicao € uma

» » — alizacao da distribuicao de

"""""""""""""" = "B guando se admite fases com taxas

‘ diferentes.

Para uma variavel aleatéria com

distribuicao hipo-exponencial com duas

fases p # |, tem-se:

Fe()=1- [y /(Mg My)e T + [y /(uy- py)etstT,
0

0= [(1y M)/ (Hg - 1)] (et enyt), 20

ng'—K (Shape = fase, Scale = valor da fase)

Variaveis Aleatorias # Variaveis Aleétorias
- Restimo 48 Resumo
Hipo-exponencial Continua

Paramentros: 1, |, Uma distribuicao desconhecida de

Valom8perado: 1/y; + 1/u, como valor esperado e

Variancias 1/u2;, + 1/u2, pode ser aproximada por uma
Hipo-exponencial
1, =(2/X) {1+sqrt[1+2(c>-1)]}

Coeficiente de variagao:[sqrt(u?, +u2 )/ ”
w=(2/X) {1-sqrt[1+2(c*-1)]}*

(Hl T Hz)]< 1




Variaveis Aleatorias
‘Restumo

tinua
uma variavel aleatdria com

distribuica® hipo-exponencial com k fases

e taxas Wy, Wy, ..., Iy tem-se:

k
f¥)= Xy apest , 0
k
ai= Hj=1,j=i[uj/(uj'ui)] , 1<isk
k

Valor Médio = ijl 1/

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

Variaveis Aleatorias
‘Restumo
Se X = X

Cl

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

’

gi! ) é.uma variavel aleatéria com
i
fC) f(k)

Uma

g(X)) é uma variavel aleatéria com

Fungdo densidade de
Probabilidade de X

Variaveis Aleatorias
‘Restumo

Variancia
X a2Var(X
HOVER Var (aX +b) = o2 Var(X).

ISl Var(aX +b) = E[(aX +b) - B(eX + b))

=E[aX +b— (aBX)+ b)]2,_‘
= E (aX —aBE(X)?
= E(@*(X - EX))?= o®B(X -HX)? = a® Var(X).

15



Variaveis Aleatorias
‘Restumo

2A5ei00 - 0

Variaveis Aleatdrias
‘Resumo
Qual =f(") & muito complicada, os calculos
de )) e Var(f()) podem ser dificeis.
Pode-se.obtér aproximacoes de E(f(X)) e
Var(f(")) expandindo-se Y=f(X) (série de
Taylor) até trés termos (para a média).

Y = ((E(X)) + [(X = E(X)) x F(E(X))] +
[(1/2)x[(X = E(X))?] x F(E(X))] + R

Resto da expansao

Variaveis Aleatorias
‘Restumo

Angéo (série de Taylor) do Valor
Esperado'e yariéncia para
=hgue sao

Seja * uma variavel aleatéria com e

Suponha que Y=f(X). Portanto:
E[Y] = f(ELXT) =+ (F(E[XT) x )2
Var(Y) = (f( ) 4

Variaveis Aleatorias
‘Resumo

< Bxemplo

Suponha que  seja uma variavel aleatoria
tal que 3e 5. Além
disto, seja 2 — 7,

Portanto:
E( e 283 I-7=-1
Var( ) = 2 s =20

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

o= (E(X)) + (X = E(X)) F(E(X)) + [(1/2) x[(X -
E( f(E(X))] + R. ; —0
E(FOO) =g&iie - + f(E(X))] +
[(1/2) XL EQ0)?] x F(E(X)) ] + E(R) =
+0001/2)] x E[F(E(X))] x E[(X — E(X))?] +

+ (1/2) x FAE(X)) x Var(X) + E(R)
= + (1/2) x F(E(X)) x Var(X) =
E(f(X)) = f(E(X)) +[ (1/2) x f(E(X)) x Var(X) ]

Variaveis Aleatorias
‘Restumo

-

%agéo (série de Taylor) do Valor Esperado e
ncia para que sao
e ;
Suptﬂla uma variavel aleatdria t, onde E[t]=20s
e Var(t)=5s. Considere uma fungao

e
= v(E[t]) + (v"(E[t]) x Var(t))/2
v(20) + (v"(20) x 5)/2
=[V'(E[t])]? x Var(t)
[V(20)]2 x 5




P\ariaveis Aleatorias Multidimensionais
1 ~ Reésumo

Multiplas Variaveis Aleatorias

Seja 9o espaco amostral associado a um
experimento € um resultado do
experimento

Seja Xy, Xy, ..., X, variaveis aleatorias que
associam um numero real X;( ), X5 (1), ., X ()
a cada resultado

[X1, X5, ..., X ] € chamado de vetor aleatério k-
dimensional.

Variaveis Aleatorias Multidimensionais

‘ . Resumo

—

Vagiaveis Aleatorias Bidimensionais (vetores
aleatorios bidimensionais)
Se oaalores possiveis de [X;, X;] formam um
conjunto finito ou infinito enumeravel, [X;, X,] é
um

Se os valores possiveis de [X;, X,] formam um
conjunto nao enumeravel do plano euclidiano,
[Xy, Xo] € um

Variaveis Aleatorias Multidimensionais
. ‘ . Resumo

Probabilidade Bivariada
Caso Discreto: a cada resultado [xy, X,] de [X;, X;]
associamos um numero
P(Xy, X3) = P(X;= Xq, X; =X),
onde p(Xy, X;) = 0, V Xq, X5

Distribuicdo de probabilidade de [X;, X;]
([x, x, 1, p(xp, X,)), Vi, x,

Variaveis Aleatorias Multidimensionais

‘ . Resumo

Multiplas Variaveis Aleatorias

Variaveis Aleatorias Multidimensionais

‘ . Resumo

—

Vagiaveis Aleatorias Bidimensionais (vetores
aleatorios bidimensionais)

X

2N
1000 [y

Variaveis Aleatorias Multidimensionais

‘ . Resumo

Probabilidade Bivariada

Caso Continuo: Se [X;, X,] € um vetor aleatorio
continue, f(X;, X5) 20, V (X3, X2) € Ry x,
€ a fungao de densidade conjunta.

IIRX,XXZ J(xy, x%y)dxydx, =1

17



Aleatorias Multidimensionais

e ‘ . Resumo
Mlidade Marginal

Caso Discreto : a distribuigdo marginal de X; é

pi(x) =D p(x,x,),Vx,

2

A distribuicdo marginal de X, é

P (%)= p(x,,%,),Vx,
x1

Aleatorias Multidimensionais

P‘Mlidade Marginal: Caso Discreto
o

-

P1(X1)

t 2 [ 3 [ 4 ] s

1 2 3 4 5 9

/ ‘ . Resumo

Lwade do Valor Esperado

Sejam™Xe Y duas variaveis aleatdrias e seja

Z=X+Y.
Portanto E[Z]|=E[X +Y]=E[X ]|+ E[Y]

2 3 4 5 Pa(Xz)
1/30 1/30  2/30 3/30 1/30  8/30
1/30  1/30  3/30 4/30 9/30
1/30  2/30 3/30 6/30
1/30  3/30 4/30
3/30 3/30
pi(x) 7/30 7/30 8/30 7/30 1/30 Xrw=!

i

Aleatorias Multidimensionais

P‘Mlidade Marginal

Caso Co’l'l'tl’qlo : a distribuicdo marginal de X, é
fity)= J_:f (X3, X, )dx,

A distribuicdo marginal de X, é

frlxy) = f:f(xl’xz )dx,

mLinearidade do Valor Esperado
Considerando X, Y e Z varidveis aleatorias
discreta, temos que :
E[Z]=E[X+Y]=
Z z (x + y)p(x + y) = (Ver exemplo da pdgina
N

x seguinte)

Dxp0+Y yp, ()=

E[X]+E[Y]

18



mLinearidade do Valor Esperado
x2x1 0] ] 7 3 4p2(x2)  [x2px2)
0 00333 00333 00667 01000 00333 0,667 0
1 00333 00333 01000 0,133 [ 0300 03
2 00333 00867 0,100 [ 02000 04
30,0333 0,100 [ 01333 04
40,1000 [ 0,1000 04
[p1(x1) 023337 02333" 02667 023337 00333 200000 15000
1,600 0 0233333 0533333 0,7 0,133333x1 plx1) [EIX)
E[XI] EpeE 3,000

mLinearidade do Valor Esperado
De forma mais geral, considere Z, Y e X
variaveis aleatdrias continuas, onde

Z(X,Y) = aX+bY, e a e b sdo constantes.

E(aX +bY) = aB(X) + bE(Y)

mLinearidade do Valor Esperado
Este resultado pode ser generalizado de forma que:
para a,,...a, constantes e qualquer varidvel aleatéria multivariada (X ,...X )

Se E(X;) ndo divergem.

mLinearidade do Valor Esperado
Considerando X, Y e Z variaveis aleatérias

continuas, temos que :
E[Z]=E[X +Y]=

I: I: (x+y) f (x+ y)dxdy =
f:x.[j:f (x+ y)dydx+f:y J'j: £+ y)dxdy =

[aty ode+ [ty (dy =
E[X]+E[Y]

mLinearidade do Valor Esperado
Prova: o poo
BE(aX +bY) = /_ /_ (az + by) f (z, y)dzdy

- /Z /:, lazf(z,y) + by f (2, y)ldedy

= /:: /j:o azf(z,y)dzdy + /:: /:: by f(z,y)dzdy

o[l oo s S]] e

o arx@arts [ upvway
=aE(X)+bE(Y).

Aleatorias Multidimensionais

/ ‘ . Resumo -

Linearidade do Valor Esperado
Seh Y duas variaveis aleatorias independentes
SER

Z=XY.
Portanto E[Z] = E[ XY= E[X |E[Y]

Prova: E[XY]=Y % xyp(x.y,)=
i

z Z Xy;Px(x)py(y;)= (dadoquesao independentes)
i

> oxypx (5 y;py (v,) =
i i

E[XE[Y]

19



[@iaveis Aleatorias Multidimensionais

‘ _ Resumo
Soma de Variancias

-
Sejam™X'e Y duas variaveis aleatdrias e seja

Z=X+Y
Portanto Var[Z] = Var[X + Y]
= Var[X] + Var[Y] + 2xCov(X, Y)

[afiaveis Aleatorias Multidimensionais

4 ‘ _ Resumo
Soma de Variancias
Cov(X,Y)=E[(X —E[X])(Y —-E[Y]]
=E(XY -YE[X]-XE[Y]+ E[X]E[Y))

Devido a propriedade de linearidade do valor esperado, temos:
=E[XY]-EYE[X])-E(XE[Y])+E[X]E[Y]
=E[XY]-E[Y]E[X]-E[X]EIY]+ E[X]E[Y]
=E[XY]-E[X]E[Y] (SeXeY forem independentes)

— . $ 1 . Ver taubém
=0 (devido 2 linearidade) o slide 101

[@riaveis Aleatorias Multidimensionais

‘ _ Resumo
Soma de Variancias

E[(X +Y) - E[X +Y])?
E[((X +Y) — E[X] — E[Y])?]
=E[(X -E[XD+ (Y -E[Y])’]
= E[(X - E[X])’ 4+ (Y - E[Y])* 4 2(X - E[X])(Y - E[Y])]
=E[(X —E[X1)*1+E[(Y - E[Y])*1+ E[2(X - E[X])(Y - E[Y]
=E[(X —E[X1)*1+ E[(Y - E[YD*1+2E[(X - E[X])(Y - E[Y]]
= Var[X] 4+ Var[Y] +2Cov(X,Y)

Var[X + Y]

[@riaveis Aleatorias Multidimensionais

‘ _ Resumo
Soma de Variancias

ks
Var (X +Y)=Var [ X ]+ Var [Y]

O teorema acima pode generalizado para n varidveis aleatdria
Mutuamente independentes X L9eee X . com constantes d;,...d,

Var{Z a,-X,}=Za,?Var[X,.] o
i=1

i=1

[afiaveistAleatorias Multidimensionais

/ ‘ . Resumo
Soma de Variancias

Var (X +Y)=Var [ X |+ Var[Y ]+ 2Cov (X,Y)

Dado que se X e Y forem independentes, tem-se Cov(X,Y)=0.
Portanto:

Var (X +Y)=Var [ X ]+ Var [Y]

[@iaveis Aleatorias Multidimensionais

‘ _ Resumo

Soma de Variancias
Var (X —=Y)=Var [ X |+ Var [Y ]
Dado que Var |:Z aX,|= Z afVar [X.]
ps

i=1

Pois a,=lea, =-1
Var [X —=Y]=a;Var [X]+aVar[Y]
=(1)’Var [X 1+ (=1)*Var [Y]
=Var [X |+ Var [Y]
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" l" r' ."
. Rocessos Estocasticos . RrOcessos Estocasticos

e definido por um conjunto de variaveis

aleatori Icancavel (reachable): um estado s. é um alcancavel
A , onde € uma variavel aleatoria para cada . de umestado se

é denominado parametro e cada valor de sao estados. -
0C € um processo estocastico Um sub-@junto de estado S é definido com fechado

onde as variaveis aleatorias ndo dependem da historia passada. (closed) se A

Processos de espago de estados e tempo discretos Um estado € absorvente se ele é o Unico membro de
(Discret Time Markov Chain - ) conjunto fechado de estados S.
Processos de espaco de estados continuo e tempo discreto

Processos de espago de estados discreto e tempo continuo
(Continuos Time Markov Chain - )

Processos de espago de estados e tempo continuos

Um conjunto fechado de estado S € dito irredutivel se
(todo estado s, € alcancavel de qualquer
estado s))

T | -~
. Rr@cessos Estocasticos  Contifitios Time Markov Chain

oot , . &um processo estocastico Equagdo de Chapman-Kolmogorov
onde a r|avg|s:Ieator|as nao dependem da histdria passada. Cansidereunie (n30-homogénea) o
; ) — 3 espago de esta Vamos usar i,j e k para
Observam#s&idlois aspectos associados a auséncia de meméria: denotar estados tipicos e -,/ e t para denotar pardmetro de
Todo estado passado € irrelevante. tempo.
O tempo que o processo passa em um estado € irrelevante. Para , considere Pode ser
representada na forma matricial por

0 /iano e uma extensao de um A equagdo de Chapman-Kolmogorov
processo Markoviano onde a restrigao 2 € relaxada.

Na forma matricial, temos:

> | >

Contieos Jime Markov Chain Contitos Jime Markov Chain

Eduagao de Chapman-Kolmogorov Eduagdo de Chapman-Kolmogorov

- )G (forward Kolmogorov eq.)
Substituindo _.por ‘e ' por , entdo: %
b -
Subtraindo-se ambos os lados por temos: Onde

Dividindo-se por /i e aplicando-se o limite , tem-se: Os elementos de sao dados por

Levando a equacdo diferencial parcial




¥
\ Contiifitios Time Markov Chain
EM) de Chapman-Kolmogorov

hd

Onde € uma fungao de converge para zero mais rapido
que h.

Dado que portanto:

Ou seja, a soma de elementos de uma linha de Q é

. Contiifitios Time Markov Chain

M State Analysis

. (homogéneas)

-
Em estado estacionario (t—e), pode ser que
lim._,.. II(t) = I1(t) exista.
Caso exista, entdo > g mg=1
dIi(t) = 0, entdo
dt

¥
 Contifitios Time Markov Chain
Uma CTMC é dita irredutivel se

S (todo estado € alcancavel de
qualquer estado - )
-

Uma CTMC finita, irredutivel e homogénea é
dita ergddica (ergodic) se o vetor de
probabilidade estacionaria (steady-state
probability vector) 1 existe.

. Contiifitios Time Markov Chain

Ehéo de Chapman-Kolmogorov

-

s (forward Kolmogorov eq.)

Para cadeias , tem-se:

'
. Contiifitios Time Markov Chain
Sollicoes para Steady-States

()
-

"

Onde *ornece a steady-state probability de
um sistema estar no estado

Solugdes Transientes

Onde ¢ probabilidade de se estar na estado
no instante

. Contiifitios Time Markov Chain

. Solucoes para Steady-States
=8 - ZsieS . L

.
Eliminagao de Gauss
Decomposicao LU
Método de Grassmann

Power Method
Método de Jacobi
Método de Gauss-Seidel

22



-
Coptifiuos Time Markov Chain
4=02

=04

-2 A 0

( w —Q+p 2
0 p —@A+p) 2
0 0 [

7(0) = 0.5333, w(1)=0.2667, =(2)=0.1333, =(3) = 0.0667

( ont/W Time. Markov Chain

! 0 do buffer=11

State probability of State i={0,1,..., 11
State_Prob(i):

.-
 Contifitios Time Markov Chain

MétFicas — a probabilidade acumulada de que
se esteja num estado € dada por:

Portanto, tempo médio (esperado) que se
permanece no estado i durante o intervalo [0,t).

*Ver métricas nas pagina 91, 94 de QN and MC [Bolch et al]

"Ccmos Time Markov Chain
402
=04 -

-
Utiizage0t 0.1607

Throughput tp=n()xp+m@)xp+nr(3)xp
tp = 0,2667 x 0,4 + 0,1333 x 0,4 + 0,0667 x 0,4
tp = 0,18668

-
 Contifitios Time Markov Chain

Métri = Métricas de interesse pode ser calculadas através
da sol nderada das probabilidades de estado.
Rewarz ratéem estado estacionario

Reward rate instantanea

E[Z(t)]= Y r (1)

*Ver métric le QN and MC [Bolch et al.]

+

wos lime Markov Chain

Siste CoTnputacionaI com degradagao

Suponha um sistéMa representado por uma CPU que opera em
trés estagios:! g e ;

As taxas entre os estados sdo:

CPU_OK para Degradable é (OK_D_rate) 100, Degradable para
CPU_OK (D_OK_rate) € 20,Degradable para Faulty CPU
(D_F_rate) € 5, Faulty_CPUpara Degradable (F_D_rate) é 10,
CPU_OK para Faulty CPU (OK_F_rate) é 1 e do estado
Faulty_CPUpara CPU_OK (F_OK_rate) é 1.
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Lime Markov Chain

el
ional com degradacdo

—
Suponha um sistema representado por uma CPU que opera em trés estdgios.’ 4
+ As taxas entre os estados sdo:

CPU_OI radable € (OK-D_rate) 100, Degradable para CPU_OK (D_OK_rate) é 20,
Degradable para Faulty"€PU. (D_F rate) é 5, Faulty CPU para Degradable (F_D_rate) é 10,
CPU_OK para Faulty CPU (  rate) € 1 e do estado Faulty CPU para CPU_OK (F_OK_rate) é

L.

Fauy_CPU

uponha um sistema representado por um
ato estocastico, onde:
-

2
"3

Os eventos = ocorrem com igual
Os eventos ¢ ocorrem com igual

\
o .o 'e' . State Transition Diagram
.

Steady state Resuts:

(Costper Uit Time
fic

MITR 165665 ean Avaiabilty
Mean Cost

Mean Unavaiabity
Relabity

Avelty[CotPer it Tie Foireateeon Avisbly_MeanCost_esn v Tot st Tt Downtme [T Uptne
1000000 [1000000000 1000000000000 1000000 1000000000 0000000 11000000 00000 T 0 1000
s — - — T — T T —
s — e — ot smoss 005 (og0 esis.st (s s oo
e —r T —Y LRGN T N—W— T W—C L T—
O — e —— 177 sisise Do (ogoooo essessgmnems ovsaesy [sis0eas 1000
(i — e — ST —Cr T T —
D e — e — T D - TR S ——
(i — e — T S R — TR — T ——
DT — T — oavis msreew oiemy  oowom s zewsst  lssriesss oo

[__cPuoKk | Oogasae | Faumoru
I [ OK_D_rate| OK_F_rate
I oK s 1 D_F_rate
I 70K rae] LN

Outputs asked for he modet: Dagradabds *

nput parameters values: OK_D_ste= 100, _OK_ra ate=s, F_D_rate=10, OK_F._rale=1, F_OK_fate=1
o

Stale provabilty of CPU_OK
State_Prob: 1200677426:001

State proavilty of Degradable
_Pros_0

Input parameters values: OK_D_rate= 100, D_OK_rate=20, D_F_rates=t

Output: State probavilty of Fautt_CPU
Expected steady-state reward rate for Degradable Sialn Prob_{: 2822880050001
Exp_SS_Reward_Rate: 2.403225816+001

Reward confguraton

Outputs asked for the modet Degradatie
state nput Input parameters values: OK_D_rate= 100, D_OK_rate=20,D_F_fe=5, F_D_rate=10, OK_F_rale=1,F_OK_rate=1

Reward | |Ouput

CETDEEDEE 0 | Steaoy_State vaiabity for Degracavle | Up states:
S5 Avall. 7177419356001

T — C

Reward ate

State2

Init Cond: 0,
State: Degraded

| Markov Transitions

entrDescroton iputState |OutputStse | TranstonRensrd | Rate
smer a2 s
Transtonz sz sme o
Transtons sz smes Lo
Trantons st fsaw2 loss
Transtons Saer smes Lo
Transtons smes smei s

 Contifitios Time Markov Chain
tatz' Transition Rate Diagram

-

[1}
(T, Ty, W) Q= |0

L0
ATy+um,=0
Amy-Am =0
-}\4151-;11I:3=0
T+ T + T, =1

Me=m=un/(2ur+A1)
m=A/u+21)
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:Cbn‘s* Jime Markov Chain

State Transition Rate Diagram

0 -(y+w)p 0|
(g, Ty, T, T3) Q =| 0

(1)
T=1/(myxA) - Tempo médic
entre finalizag

§ 0 -9%
c 0 (0]

:Cbn‘ Jime Markov Chain

A=20tps, cov=1 Considering:
E[TBA] = 0.05s ~ (E[ST])Z
u=40tps, COVgr = 0.5 osT

E[ST] = 0.025s e = (E[ZT])

~ (0.025 )2 .
¥ =\oo125) ~

160

— 4 —
He= 5025~

Therefore, the ST is represented by a Erlang(y =4, up = 160).

- Cbn‘ Jime Markov Chain

State probability of 0: 6.36420144e-001 B State probability of 11: 1.24300805e-003
State probability of 1: 7.95525157e-002 State probability of 12: 1.24300813e-003

State probability of 2: 7.95525156e-002 State probability of 13: 1.24300822e-003

State probability of 3: 7.95525154e-002 B State probability of 14: 1.24300830e-003

State probability of 4: 7.95525151e-002 State probability of 16: 1.55376016e-004
State probability of 6: 9.94406408e-003 State probability of 17: 1.55376027e-004
State probability of 7: 9.94406433e-003 State probability of 18: 1.55376038e-004

State probability of 8: 9.94406460e-003 State probability of 19: 1.55376046e-004

State probability of 9: 9.94406484e-003 Utilization= 0.36358

‘ P [ Dara |
:Cbn‘ Jime Markov Chain

A =120 tps, cov=1 State probability of 0: 5.16129024e-001

u=40tps, COVpg =1 State probability of 1

bability of 2:

bability of 3:
State probability of 4: 3.22580656e-002

The CTMV (M/M/M/1/K=4)

:Cbn‘ Jime Markov Chain

The CTMC (M/E/1/K =4):

- Cbn‘s Jime Markov Chain

B/ death chain

Considere'bgutomata

fGa)=i+1
fa+1,b) =i

enquantoi > 0
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:Cbnds Jime Markov Chain
rth-death chain

A

X s e N
OBOBOERTHORTE
Hj

M H2 Hj+1
—(Nj 4 pg)m5 + Nj1mi—1 + pjpamie =0,

—Aomo + pimy = 0

:Cbn‘a‘: Jime Markov Chain

/1 q'ueueing system

:Cbnds Jime Markov Chain

M/My/1 qT/eue/ng system

Throug - Tamanho médio da fila

Desdeque A < u E[X] = 4
1—p

Oth hi é A
throughput é E[X] .

Sedl>u

Mean response time Mean waiting time

BV - iy
GUIEE

:Cbnds Jime Markov Chain

-degth chain

o M Y \
OBOBOERORORTE
H2 H

It i1

Ao Aj1
e peg

‘ - oo
:Cbn‘a‘: Jime Markov Chain

M/M/1 q'ueueing system

Se A; = A e u; = pu para todo i, tem-se:

(o :

I3 H
Desde que A < u

m=1-p

L2

m=1=pp", n=01,...

\ - ot |
:Cbnds Jime Markov Chain

M/My/n qT/eue/ng system {

mp)”

7r07< 2) n=12..m-1

n!

m" o,

T n=mm+1,...
m!

=
& (mp)r | (mp)™ 1
n!

ml T p

Throughput

Desde que A <pm

O throughput é 4

Sedzpum

throughput é p




;
¥ -
\ Contifitios Time Markov Chain
M/My/n cﬁ/eue/'ng system

Tamanho médio da fila

E[X]=mp+ p)mﬁﬂo
LX) —

Mean response time

Férmula de Erlang
Probabilidade de um cliente chegar
e ndo encontrar o servidor disponivel

Po = P|X >m| =
1 (mp)™ o "

woom! m(l—p)?

' loBM
'
. Contifitios Time Markov Chain
M/M/1/K queueing system
Tamanho médio da fila

A(1 — mg)- taxa de chegada dos clientes admitidos

D/Ls“ Fime Markov Chain
%transiente: um estado é transiente se a
pi ilidade de'nao se retornar ao estado € diferente
de zero.
Estado fecorrente (recurrent): o estado i € chamado de
recorrente se a probabilidade de se sair de i e retornar
aiél.
MRT (mean recurrence time):
fii € a probabilidade de se
retornar a i apds n passos.

.y loBM
\ Contiifitios Time Markov Chain

] J//? qgueueing system o=

AL 7x) N
A1 o p—ull-m) L if0<n <
N if0<n<
Amk < - K slots - - > ifn>K
Clientes rejeitados.

A A A

O T T i R i e
T ) *( o s Y .
OBOBORIOWE W
" " Iz I3
Se A > p a utilizagdo — 1 K

_r
1— pI\'+l

A
Se A < p a utilizagdo = p = "

" Disgtéte Time Markov Chain

portamento de
u de estocastica é
representade por DTMC
-

Matriz de Propabilidades
de Préximo Estados

Op 1

Pot Poo Po: |0
2 P=|pp Pull

Disgtete Time Markov Chain
% recorrente nao nulo (recurrent non null): um
e € classificado como recorrente néo nulo se
ML, caso'contrario é classificado como recorrente

nulo (fﬂ./rrem‘ null).

Seja i um estado é recorrente e pii(n)>0, e sejad o
periodo. Se d =1 o estado € aperiddico, se d>1 é
periddico.
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) ‘ Fime Markov Chain

—
Considere uma méquina que pode estar em um dos dois estados, UP ou DOWN, onde 1 denota UP e 0
denota DOWN. O estado do maquina & verificada a cada hora, e nés horas de indice k=0, 1,..

Consideremos que se a maquina estiver UP, tem uma probabilidade a de falhar durante a préxima hora.
Se a maquina estiver no estado DOWN, tem probabilidade B de sere reparada durante a préxima hora.

po - [Mathemaica |
- D/:S" Time Markov Chain

olucdes para Transiente

TI(L)=1H(0) P,
I1(2)= TI(1) P = 11(0) P2

M(k)= 11(0) P, k=1,2,...

) ‘ Time Markov Cha/n-

Mapping Applications to Discrete Time
Markov Chains
—

L. int main() {
intx,y

puopi e pu
P P2 o pa

if (x< 10) // <0.5>
{ p=
for(y=0; y<10; y++) { // <9>

+

Pm P P

>
Yelse{ // <0.5>
x=0;

phEeeNonseN

0<pj=<1, > p;j=1foreachi
=

T = (71,70, 73, . . ., )
E=Y wx( Y

T % (e + Oy % €0))

Ipe % (tc + Oy X )

o .
- D/S‘ Hime Markov Chain
ollicoes para Steady-States

11@12‘313
P= a‘azz a3

A1=(ay; a5, ay3)
Ar=(ay 3, 333)

as; a3 a33I As=(a3; a3, as3)

a; - probabilidade 2sicsa=1
II.P=1II, X .sm=1, onde w; fornece o
numero relativo de visitas ao estado s,

\Users\Paulo\Dropbox\Models\Models_SHARPE\dtmc1.rgl

b .

D/:S" Time Markov Chain

1. int main() {

Mapping Applications to Discrete Time
Markov Chains

| i (x< 10)// <0.5>
- : for(y=0; y<10; y++) { // <9>
More specifically, the Control Flow Graph ( preiae

the application is mapped into an ergodic DTMC.

In this approach, energy consumption as well as
execution time are numerically evaluated.

g >
. Yelse{ // <0.5>
1. x=0;

Modeling. Each basic block’ B; in the CFG is
mapped into a state X; in the DTMC. Similarly,
control flow edges are mapped as transitions between
states and are labeled by the state transition
probabilities, as:

P(Bi, Bj) = Pr(B; jumps to Bj)

which defines the probability of executing B; after
Bi.

:Cbnds Jime Markov Chain

oluc;6es Transientes

e !

-

Onde € probabilidade de se estar na estado
no instante

Solugdo via Sistemas de Eq. Diferencial Ordinaria
Solucdo através de transformada de Laplace
Runge-Kutta

Uniformizagao (Transformar CTMC em DTMC)
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.-
 Contiiitios Time Markov Chain
SolucBes Transientes

\ I

-
Uma solugao formal para o sistema acima é:

Pela série de Taylor/MacLaurin, temos:

-
 Contifitios Time Markov Chain

U iE rmEa (_;5 0 Considere que tomemos uma

taxa uniforme A> ) onde:

0'/' o= +V(A- 2)
eV =0 ¢ ataxa de arbitr de

um evento ficticio que ndo muda
Estado de menor o estado i.
tempo de permanéncia

~ V(-qp) =1/
A = max {lg;!}

Sabe-se também que:
P = di/ AQ) e py = qu/ AD)

.-
 Contifitios Time Markov Chain

UnirmEagéo

A= Qi+ Qyt Vv
Sabe-se também que: A > maxyges{lq )

P = di/ AQ) e py = qa/ AD)

.-
 Contifitios Time Markov Chain

Wes Transientes

-

-
D)l
Problemas'de arrendodamento ocorrem devido aos
valores positivos e negativos que Q contém.
A matriz se torna ndo-esparsa o que
requer capacidade muito maior.

Para evitar estes problemas aplica-se o método
chamado de uniformizagao (ou aleatorizagao -
Randomization) também chamado de método de
Jensen

-
 Contifitios Time Markov Chain

Em todos os

Uniformiza Gao que tiverem

>
0/' teremos transicao ( ) na

. Para que tiverem
, 0u seja
Estado 0o oEo ca nao € longa o suficiente,
tempo de permanéncia N

Sabe-se também que:
At=1/(-

P = di/ AQ) e py = qu/ AD)

.-
 Contifitios Time Markov Chain

Uniformizacao

29



-
 Contiifitios ime Markov Chain
Uni rmEagéo

o

= Qi it Vv
A> maxyc s{-q;}

Considerando

step), P=1+ Q At que é
termos dé ansa
uniforn

ordem da

-
 Contifitios Time Markov Chain

SolucGes Transientes
1

Ay
-

Na matriz P os valores estdo entre 0 e 1. Ndo ha valores
negativos, o que evita os erros de arrendodamento que
ocorrem na expansao com a matriz Q.

-
 Contiiitios Time Markov Chain
SolugBes Transientes

-

LA
Uma solugé’g iterativa:

Podemos truncar a série de maneira que a se
atinja uma exatidao ( ).

.-
 Contifitios Time Markov Chain

Uniformizacao

2 .4
Q=|1-2 1} P=;\ 1
6 06 6 6
P=1+Q/A
Q=AP-D
A = maxyg. slg;l}

>

Contiwos Time Markov Chain

Solucoes Transientes

-
%

- jf!ant/ns lime Markov Chain

~SolucOes Transientes

A desi

$30 menores ou iguais

aum.

guladade ocorre, poi:
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- jf!ant/ns lime Markov Chain

~SolucoOes Transientes

Dado% € uma distribuicdo
discri “.. ), portanto:
-

=

Do slide anterior, tem-se:

Desta forma:

-
 Contifitios Time Markov Chain

Solugdo 'I’ransignte (exemplo)

£
T -2%% P=1
6 Ou6 6

P=1+Q/A N

Q=MP-I) ; y-
3/6.‘ 16

2/6 206 46

ax
A = maxyges{lg;l}

Considere e=10*

-
 Contiiitios Time Markov Chain
Soluﬁo Transiente (exemplo)

.0 (0,6)/n! = 1,8221

.-
 Contifitios Time Markov Chain

Solugodes Transiente

-

-
o

-
 Contifitios Time Markov Chain
Sollicdo Transiente (exemplo)

-4 2.2
Q = |l i
6 06

Dado A= 6 e considerando =104

.-
 Contifitios Time Markov Chain
SoIéoTI'ransiente (exemplo)

2 )
. 1

=
6.6 0 0
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.-
 Contiifitios ime Markov Chain
Soluﬁo Transiente (exemplo)

através de

-
 Contifitios Time Markov Chain

50 Transiente (exemplo)

v(0.6,0) = [e?6(0,6)°/0!]
v(0.6,1) = [e06(0,6)!/1!]
v(0.6,2) = [e?6(0,6)%/2!]
v(0.6,3) = [e?6(0,6)3/3!]
w(0.6,4) = [%6 (0,6)Y4!]
y(0.6,5) = [e06(0,6)%/5!]

.-
 Contifitios Time Markov Chain
SoIéoTI'ransiente (exemplo)

16313671693

151(0.1)=25n:0 v(0.6,n) TI(n) , ne{1,2,3,4,5}

.-
 Contifitios Time Markov Chain
SoIéoTI'ransiente (exemplo)

-
 Contifitios Time Markov Chain
Soléorl'ransiente (exemplo)

.-
 Contifitios Time Markov Chain
Soléofl'ransiente (exemplo)

P2(t)

Ps(t)

0.0 L L n L ' ' ' L L
0 02 04 06 08 10 12 14 16 18
t
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_Se rkovian Chain (SMC) ~Se rkevian Chain (SMC)

Cohe uma DTMC, contudo também SMMra;terlzada por:

considere umftempo de permanéncia (no PN

dominio continuo: ), eém cada estado matriz de probabilidade de 1 passo (P),
da DTMC, com distribuicao e densidade

vetor de probabilidade inicial ( )e

Este modelo é denominado SMC. o vetor de distribuicbes de permanéncia nos
estados ( s

~ Se rkovian Chain (SMC)  Se rkovian Chain (SMC)
nterpretacdo Solugo Estacionaria
Em cada instante em que ocorrem Encontré?solugéo estacionaria para DTMC

mudancas‘de estados, a SMC tem ; ; .
’ mbutida (caracterizada por P):
comportamento igual ao da correspondente eriuga (Cara P

DTMC (comportamento descrito por P) e é

independente do passado. p 3
Quando se alcanca um estado i, um tempo Calcule o tempo medio de permanéncia (h;)
distribuido conforme deve se passar em cada estado i:

para que ocorra nova transigao entre

estados.

_Se rkeviah Chain (SMC)  Se rkoviah Chain (SMC)
Solugao Estacionaria Mo Estacionaria

A proba'ijade de estado estacionario da Exemplo: »
SMC é obtida por:

Em muitas aplicagoes, h, é fornecido
diretamente. Tempo médio de permanéncia

Solucao transiente € mais sofisticada.




P

v

ﬂ‘ﬂ«nmm Chain (SMC)
Mo Estacionaria

Exemplo: .

o e
}

[

 Se ﬂ‘%/mwan Chain (SMC)
“o Estacionaria

Exemplo:

Extensoes
Temporizadas

PN

Stochastic
PN

P

v

=

ﬂ‘ﬂ«nmm Chain (SMC)
Mo Estacionaria

Exemplo: .

/‘\‘ ’
@ @)

_(oixh)” SIS
(Zyjes o5 x hy)

Auténomo

Predicados

Extensoes
Temporizadas

Stochastic
PN
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/ Redes Temporizadas
ms.Temporizadas it ‘Es.tocérsticas

-

[ S Aatn 150

. Molloy -‘1%1

Ramehandani, 1973 - Transition Timed Net Marsanset al. - 1984

Merlin, 1976 - Transition Time Net

Sifakis, 1977 - Place Timed Net E uma rede temporizada onde o delay
associado a transicao € uma variavel aleatoria
de distribuigao exponencial

Redes Temporizadas
ms.Tem'porizadas it ‘ = PTPN -

(Sifakis77)
Definigdo: PTPN#P,T,F,K,W,MO,F,U), onde
P é o conjuntede lugares,
T o conjunto de transicoes,
F< (PxT)u (T xP) uma relagao que representa os arcos
W — Valoragao (peso dos arcos) - W: F - N
M,- Marcagao inicial - My:P — N
'={Y1, Yr---s Yir---} NUMeros reais denominada base de tempo.
v:P — ' um mapeamato que v(p) = v

Redes Temporizadas - Redes Temporizadas
‘;P‘FPN- ‘ “,PTPN-

‘Regra de Disparo “Regra de Disparo

pl pl
' |D s |D




Redes Temporizadas
‘ - PTPN -

‘Regra de Disparo
pl
' |Dl

Instante=

*Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -
IConceitos Basicos:

». 4
€as'sao consumidas dos lugares de entrada
Ha uma duragéo
Marcas sao geradas no lugares de saida

As marca permanecem nos lugares de entrada
pelo perlodo igual ao delay associada a
transicdo. Apos 0 delay as marcas sao
consumidas e geradas nos lugares de saida
imediatamente.

"Redes de Petri Temporizadas
P Associado as Transicoes -

€ onceitos Basicos:

-

-
gle

(duragdo e delay)
—Prioridade
— Probabilidade

(delay)

—Transigoes habilitadas com menor de/ay sao
disparadas

Redes Temporizadas
‘ - PTPN -

‘Regra de Dlsparo
F " 1

pO

Instante=

*Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -

€ onceitos Basicos:
Pode ser representada por uma rede com
disparo atémico

Modelo mais compacto

O estado € uma informagdo mais complexa do
gue o modelo ndo-temporizado

Pode representar o modelo com duracao

O conjunto de marcagGes alcangaveis € um
sub-conjunto das marcagdes do modelo nao-
temporizado.

"Redes de Petri Temporizadas
4 Associado as Transicoes -

@ceitos Basicos:
Quandoe uma das transicoes
conflitantes € desabilitada pelo
disparo da outra, o que acontece com
o timer da que ficou desabilitada
quando a mesma tornar-se habilitada
outra vez?
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~Redes de Petri Temporizadas ~ "Redes de Petri Temporizadas
o’ ‘I'e‘%'seciadb as Transices - - Associado as Transicdes -

Como fica a memorizagdo - _ Wl
do%de habilitag&o /Conceitos Basicos:

anterior? . ° p0
-

O timerassociado a da mein = b

transicdo mantem o valor / db |
atual e quando a transigao
se tornar novamente pl p2

habilitada o valor do timer
iniciara daquele valor.

Quando a transigao for
novamente habilitada o &imer
cera re-iniciadn

*Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -
,@.ceitos Basicos:

»

a

ApOs cada disparo os timers de

(restart)
N&o ha memdria
Apos descartar todos os timers, os
valores iniciais sao associados a todas as
transicoes que se tornarem habilitadas
na nova marcagao.

v

*Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -
.@ceitos Basicos:

-

ApOs cada disparo os timers de
as transicoes sao mantidos em
seus valores presentes (continue)

O que acontece com o timer das
transicoes habilitadas apos o disparo
de uma transigao?

Todas as transicdes. Nao somente as
transicoes conflitantes.

*Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -

,@.ceitos Basicos:

-

D

ApOs cada disparo os timers das
sao
re-iniciados (restart)
As
com o disparo matéem seus
valores presentes( continue)

"Redes de Petri Temporizadas
P Associado as Transicoes -

Conceitos Basicos:

de
. -

A -
E o nimero de vezes que ° pl p0 °
uma determinada transigdo >

pode ser disparada, numa sy
determinada marcacao, ta HS d
antes de se torna |

desabilitada. -
Quando o grau de P‘
habilitagdo €

, atencdo especial a
semantica de temporizagao
deve ser considerada.
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~Reédes de Petri Temporizadas

S de Petri Temporizadas . _
Associado as Transicdes - > Te‘%saciadb as TransigOes -

%:eitos Basicos: Conceitos Basicos:
mantica de Temporizacdo - firing
5 - semantics .
firing semantics

firing semantics

firing semantics
—K é o maximo grau de paralelismo. Quando
k—e , Multiple-server firing semantics é
igual a /nfinite-server firing semantics.

~ Redes de Petri Temporizadas
- 'I'e‘%saciadfi as Transigoes -

e
-

Co%s Basicos:
Sl firing
semantii . semantii

PO pO0

ficacao da Técnicas de
Av‘z‘ao.de"Desempenho

S—

Avaliagge D&terminisica Modelage?w

- o
Medicdo Prototipacay, 'Metodos Métodos A veco . s i pocs i ).
Mnaliticos Analiticos

e a stochastic Petri net, where

ly marking dep e
n can be marking dependent

Benchmarks

Modelagem




‘ac, com'Prioridade e ‘ac, com'Prioridade

€ a funcao de
mapeamento de que
representam os arcos
inibidores

|deﬂ[cudos como é uma fungdo que
usuaimente. mapeia as transicoes niveis de
prioridade.

Marcacao inicial -

o -0

~ECS = {t;, bt b}

e >
* Redes com Prioridade _ yRedes Estocasticas
> Definicao: é o conjunto de lugares,
%‘b 0 conjunto de transicoes,

€ a funcdo de
mapeamento de que

-
- 1 A
.QD_,._.E%.f 4 / representam as pré-condicdes,

DI (D> th— p3— ti i - \ € a fungao de
1k \ mapeamento de que

Remogao da Confusdo / representamoﬁs pos-condigdes y
T = T 5 [tk p uma fungao que associa taxas de
O T, T, T > Th¢ . / distribuicdo exponencial as

] transigdes

Marcacdo inicial -

des Estocasticas

€ 0 conjunto de lugares,
0 conjunto de transigdes,

é a funcdo de
mapeamento de que
representam as pré-condigles,

é a fungao de
mapeamento de que
representam as pos-condigdes

€ a fungao de
mapeamento de que
representam os arcos |n|b|dores
ou
uma fungdo que associa taxas de
distribuicdo exponencial as
transigoes
Marcagdo inicial -




2 d’es Estocasticas

Semantica de Disparo de Transicdo
Lsigéo té se estiver habilitada
Regras de habilitagdo
Mt >‘ M(pi) > I(pi, t;)

Y pieP
Transigdes com disparam primeiro (
Enabling memory, resampling, age memory
Regras de disparo

Se M[t; >M’
M’(pi)=MO(pi) - I(pi, ;)+O(pi, t;), V pi P

< ‘es Estocasticas

Wéo: Grafo de MarcagGes
SP = ITILOIWIMU)

2/

t1

t3|

"®

t4"

O
|

2 ﬁes Estocasticas

Definico: Grafo de Marcagoes
ITIIJOIWIMO)
W T==S {0}

Pl
/ S?H\\\

t3

t2
M1
M2

@
\ o\

2 ﬁes Estocasticas

Conflito

< ‘es Estocasticas

Definigdo: Grafo de Marcacdes

T,1,0,W,M,)
I J I Fi
MO
.
ti @
" ®
£3 :
M2 J

2 d'es Estocasticas

Definico: Grafo de Marcagoes
ITIIJOIWIMO)

W: T Rt U {0} @MO
o -
[ |

/

t4

‘_ t1
t3
w2 |
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2 d'es Estocasticas

Definicdo: Grafo de Marcagoes
ITIIJOIWIMO)

W:T— Rt U {0} @MO
o -
/

\ w9
M1

t3
M2

Definicdo:
ITIIJOIWIMO)
W:T—"38U {0}

2 ﬁes Estocasticas

Em‘geral, a CTMC associada a uma SPN é
obtida da seguinte maneira:

O espago de estados
reachability set

corresponde ao
da rede marcada

As de cada estado s, (corresponde a
marcacao M) para cada estado s (M.) sdo obtidas
pela associadas as

que estao habilitadas em M. e cujo
disparo a

2 ﬁes Estocasticas

Definicdo: Grafo de Marcagodes
IJOIWIMO)
Rev {0}

," @ 14 -

JRedes Estocasticas
Assumindo-se gue todas as transicdes operam em Single
Sm‘antics (SS) e taxas (rates) independentes da
marc P iam-se:

L)

onde gerador infinitesimal (matriz de taxas)

¢ a taxa de disparo de
= {t It € e(M;) A M[[t>M;}€ o conjunto de transicBes
que estdo hablitadas em M; e cujo disparo levam a M;.
conjunto de transigdes habilitadas em M,.

41



Redes Estocasticas
mrallza‘da (GSPN)

definidos como usualmente.
€ a funcdo de
mapeamento de que representam
0s arcos inibidores

Def‘%

se t for temporizada
se t for imediata
ou - é
uma fungdo que associa
as
e
usados na computagao das
probabilidades de disparo das

Marcagdo inicial -

Generalizada (GSPN)

Reachability Set

— Vanishing set:
MarcagOes em que as
transicoes disparaveis
sao imediatas.
— Tangible set:
Marcagoes onde as
transicoes habilitadas
sao temporizadas.

Redes Estocasticas
mrallza‘da (GSPN)

P{tim;} = o/

0= Ltk e e(mi) Ok

o, € a taxa de disparo de t;.

e(M;) conjunto de transigdes
habilitadas em M;.

Quando a marcacdo é
vanishing, m, € um peso
(transicao imediata).

Quando a marcacdo é
tangible, o, é a taxa.

; Estocasticas
- I&eralizada (GSPN)
b Sell;é = hDig‘Isaro de Transicdo
gras de habilitagao
%, ngl)Z F>)—I(p| 5]
Uma transn;aoﬁe se estiver habilitada

Transigdes.com disparam primeiro ( )
Transigoes disparam com

Diferentes podem ser associados as

i com
associada de acordo com o a cada
uma.

Enabling memory, resampling, age memory
Regras de disparo

Se M[t; >M’

M (pl) MO(pi) - I(pi, t)+O(pi, t;), V pieP

Redes Estocasticas

(Generalizada (GSPN)

Grafo de Marcagoes

Vanishing
marking

Redes Estocasticas

_ @eneralizada (GSPN)

QuaMrsas transices Assumindo a auséncia de
imediats ok confusao, o calculo do

habilitada“m ma ECS_c_onsiste En
mesma marcagdo particionar as transicoes
(vanishing), decidir qual |med|aFas em cor_ulintos
transicdo dispara s6 faz 0s quais as transicao de
sentido quando na cada conjunto possam
presenca de conflito. estar em conflito.
Contudo, transicoes de
diferentes ECS sao
concorrente.
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Redes Estocasticas
Generalizada (GSPN)

Qqan*rsas transicoes - o ando transicdes de um

imediatas estdo dnico ECS sdo as Gnicas
m uma

Ir:‘\aebsl::::dr?lﬁagao e

(vanishing), decidir qual P{tIm} = a/wi(m)

transicdo dispara s6 faz ~ Wik(Mi) = X < fecsw) » ey

sentido quando na

presenca de conflito. Os pesos podem ser diferentes
em diferentes marcagoes,
mas a relagdo entre estes
pesos é constante (sem
confusdo)

Redes Estocasticas

‘ ralizada (GSPN)

Grafo de Marcagoes

Vanishing
marking

d'es Estocasticas
S&c")-es EHSERIES

".,
-

Uma solugao formal para o sistema acima é:

Redes Estocasticas
mrallza‘da (GSPN)

Reachability Set

— Vanishing set:
Marcagoes em que as
transicdes disparaveis
sao imediatas.
— Tangible set:
Marcacoes onde as
transicOes habilitadas
sao temporizadas.

m?rantir a existéncia de probabilidade
e naria, a rede deve ser:

‘bounded)
e

(deadlock-free)

Probabilidade estacionaria de uma marcacao

ﬁes Estocasticas

a probabilidade de se

disparar . em  é:
.

)3

€ a taxa associada a transicdo t através
da
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.-

ﬁes Estocasticas

~Dadas ™ a probabilidade de se disparar

emil g

Extended Confiict Set
0 peso associado a transicao t, na marcacdo

Caso haja mais de uma transicao imediata, de diferentes

ECS, habilitadas em uma marcagao M, nao importa a
ordem de disparo, desde que a rede seja livre de
confusao.

T
_ yRedes Estocasticas
Pr ilidade que um
|U§?Emnha marcas

-

Numero esperado de
marcas no lugar

€ 0 nimero maximo de marcas
que o lugar pj pode conter

.-

i ﬁes Estocasticas
Tempo'médio de disparo de
uma tra.nsigéo

'

€ a probabilidade estacionaria de
uma marcagao Mi que habilita

¢ a taxa associada a transicao

i ﬁes Estocasticas

Wo de permanéncia numa marcagao

( )

¢ a taxa associada a transicdo t através
da

-
_ yRedes Estocasticas
Throughput rate de uma
Hﬁsigég temporizada
-

€ a probabilidade estacionaria de
uma marcagao Mi que habilita

€ a taxa associada a transicao

i ﬁes Estocasticas
Throughput rate de uma
trnsi959 imediata

- B
Pode ser calculada de uma transigao
exponencial e a estrutura do modelo GSPN.

(l)]v

d; .

._I—' i tj e tk sdo as unicas transi¢oes
t; b4 ’. de um ECS.

@
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4 ‘es Estocasticas
Jjttles’s law
| (ergddico)
E[X]***t@manho médio da fila.
E[s] - Tempo médio de servico do
sistema.
A - taxa de chegada

Redes Estocasticas
-

* Exemplo — Banco T o anistes i $58,exceo s i Servie, qus i 1S5

Client_Ariive_to_Bank Senice
! Star_Senving
Client_Ariving

Client_Baing_Sewed

Sewvers_Available
Dos_Not_Entar
Client_canmat_Enter_the_Bank

Aniving_Time
Sewios_Time
Woik_Slat_Time
Resting_Time = 15

= in_the_Qusue = TasaTata
1

20
{_being_sening=0.0

Probability_Client_Dass_Not Enter_the_Bark= 0.0

~ JRedes Estocasticas
7@5 Ihédio de espera em um lugar

.
s

o)

€ 0 numero médio de marcas no lugar
throughput da transicao

 Andli
==

gdes Estocasticas

B Structural Analysis Output

ISTRUCTURAL ANALYSIS
/aming: inner confusion between

[The net contains 3 P-invariants.

loueue + Queue_Caparity= 08

[EXTENDED CONFLICT SET

IRemoving temporary iles

[ECS: Does_Not_Enter start_Senving
Start_Sening and Doss_Not_Enter
|#arning direct exemal (inhibitor-Jconfusion between Star_Serving and Does_N|

[servers_avalable + Servers_Out_of_Senice + Client_Being_Senved = NS
[otient + Client_Arrive_to_Bank + Glient_Cannot_Enter_the_Bank= NG

I places are covered by p-invariants.

JPriorty  immediate Transitions
1 Enter
1 Does_Not_Enter Start_Serving

Estimate Statespace Output

Estimating statespace
IResult of estimation (based on state equation with backtracking):
[statespace = 1368

ime passed with computation:  7.115

[Removing temporary fles

B Traps Output
Removing lemporary fles

[Calcuation of Traps:
[Time passed with computation: 014

INo.of traps = 3

IMARKING: 2 { Servers_available Servers_Out_of_Senice Client_Being_Served }
MARKING: 1 { Client Client_Ariive_to_Bank Client_Cannot_Enter_the_Bank }

[MARKING: 75 { Queus Queue_Capaciy }

Tanc fniched
B3 siphons Output
Removing temporary fles

[Catcuation of Siphans:
[Time passed with computation: 017 5

INo.of siphens = 3

MARKING: 2 { Servers_vailable Servers_Out_of_Senics Client_Being_Served }
IMARKING: 1 { Client Client_Ariive_to_Bank Client_Cannot_Enter_the_Bank }
MARKING: 75 { Queus Queie_Capacity }

Estimate Statespace finished

Structural Analysis finished.

Siphons finished.

15| Amiving Time
"

Vector-Cache (0%)

00:00:

@12/31/00 (0%)
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es Estocasticas
‘ -

Eile Display X-Axis Y-Axis Win

dow

Vector-Cache (0%)

00:00:03@12/31100 (0%)

[E] Number_of_Client_in_the_Queue ,System_Time Server_Availability Waiting_Time ,P

Clisnt_Arive_to_Bank

Client_Ariving

Client,_Rativing

Client_Being_Sewved

Sewers_Avallable

Daes_Nat_Entar

Clisnt_Canmet_Enter_the_Bank

- Auiving_Time =05
Service_Time = 4
Woic_Slot_Time := 120
Resting_Time = 15

Client_in_the_Queus =748073813
System_Time = 18 6035540
Probabilt_of_least_one_Servei_net_being_sening = 0.0
Waiting_Time = 18.3523380
Frobability_Client_Does_Not_Enter_the_Bank=0.0

Window

Vector-Cache (0%)

00:00:30@12/31/00 (0%)

5 Number_of_cent.

5.7
6.4
1.1
15.8
148
13.1
1.8
10.5
9.2
7.9
6.6
5.3
3.9
2.6
13

Number_of_Servers

File

Display  X-Axis

Vector-Cache (0%)

00:00:03@1253100 (0%) |5,

=] Number_of_Client_in_the_Queue System_Time ;Server_Availability Waiting_Time Pr... o* ' [

Lo
0.9

]

o5 Amiving Time

ache (0%)

@12/31/00 (0%)

29.3| Number_of_Servers

Vector-Cache (0%)

00:00:30@12731/00 (0%)

=] Number_of_Client_in_the_Queue ,System_Time ,Probabilit_of_least_one_Server_not... o° ' X

8.7
16.4

171
15.8
1a.a

13.1

Number_of_Servers
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Result Monitor

File Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)

00:00:30@12/31100 (0%)

5 Number_or_cient_in_the_Queue System_ime pProbabilt_oT_least_one_Server_not. o & I
Lo

8.6 111 13.7 ls.2 18.7 2L.3 23.5 26.4 28.9 | Number of Servers

es Estocasticas
’ e

EBEX
File Display X-Axis Y-Axis Window

** B Result Monitor

Vector-Cache (0%)
00:00:30@12/31/00 (0%)

[~ Number_of_Client_in_the_Queue ;System_Time Probabilit_of_least_one_Server_not.. o° i X
65

6.4
s7.0

Number_of_Clients_in_the_Queue
52.6

4.2

Ap imando Outras Distribuicoes

Variéveii?a&menta res
Aproximagao por Fases

Para encontrar uma distribuicao por fase
adequada para uma distribuicdo genérica, duas
atividades sdo fundamentais:

Determinar o tipo de aproximagdo necessaria.
Encontrar os parametros numeéricos da aproximagao.

iy

i
think TERM

DISK

useDISK waitDI SK
Do livio MODELLING WITH
GENERALISED

STOCHASTIC PETRINETS DISKidie
Marsan ot al.

Pontos a se
aproxim or fases.

i —‘es. Estocasticas

Ap@véééo por Fases

considerados na escolha de uma

: quanto mais
proximo for a distribuigdo por fase da

distribuicao real, melhor.
Medidas de aproximagao:
— Moment matching

—Encontrar um pdf (ou cdf) que seguem a pdf real
numa determinada regido de interesse.
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4 ﬁes Estocasticas i d’es Estocasticas
Aproximacdo por Fases Apxin'1ag50 por Fases
Pontos'@*Serem considerados na escolha de uma Pontos @ serem considerados na escolha de uma
d : é importante

fazer com que o numero de estados seja 0 menor
possivel.

: quanto mais parametros sejam
: pode ser possivel obter uma necessarios para especificar a aproximacao, mais
aproximagao que gere excelentes resultados. No dificil se torna para encontra-los.
entanto, pode nao ser facil a integracdo no modelo
markoviano resultante.

 yRedes Estocasticas
Distrméo Especificada (empirica)

-k

MUp

-
e (e

t, Ay, =1/

Se up/op= 1 entao uma transigdo exponencial é
suficiente. A,;=1/p,

 yRedes Estocasticas  yRedes Estocasticas
Distr' uif’;) Especificada (empirica) Ap 'n'1a950 por Fases

a Up
- %' @ -
— Ve A
o] ] oo 0jeo o
Se pp/op=x#1,x€ Z Pardmentros:

b, (“D/GD)Zz XZN= Yo = XZ/HD % erado:

Variancia:




g ﬁes Estocasticas
Distr' uiz"a-o Especificada (empirica) Ko

Op
- .
My = ri/Ay (pas@esta Hiperexponencial)
oy = [sqrt (2 1=V Ay
Se pp/op< 1 (c=0p/up>1) ‘

ry = 2up?/(up?+0p?), r=1-r;

M = 2up/(up?+0p?),

3 ‘es Estocasticas
Distrmié\:o Especificada (empirica) Ko

Op
> @ L
U= r,/}»H (pe‘esta Hiperexponencial)
oy = [sqrt (2= Ay ,H

Se up/op< 1 (c=0p/up>1) . '
@1

r = 2up?/(up?+op?), r=1-r;

My = 2up/(Up?+0p?),

2 d'es Estocasticas

Distr' uiéo de Cox
Cox gen Uaideia de composicao de fase exponenciais

para gera probabilidades e taxas complexas.

ay ag ag-y
—— T» .T vos — :i =
by @ by b =1

Nestes slides p, sdo taxas (diferentemente
dos anteriores)

g d'es Estocasticas
Distr' uiz"a'o Especificada (empirica) Ko
(¢)

D

K s 1
D ie]]e
A A A
Se pp/op> 1 2 Up/0p & Z
(up/op)? -1 <y < (up/op)?
M= 1w wy = pp + sart(yv(y+1) op? - Wp?)/(v+1)
Ao =1/, Wy = p & sart(y(y+1) op? - Wp?)/(v+1)

," - 7 -
‘es Estocasticas )

Distribuicao Deterministica . (-,D ’

. -
Aproxima-se, fazendo-se -, pequeno

= 7 torna-se grande. A
-0 '0ojoie®

Se pp/op= X# 1, X € Z (c=0p/ up<1)
YZXZI A= XZ/MD

' " 4 -
JRedes Estocasticas
Dstuigho e Cos
Simplific em dois casos particulares:

= Caso CVy < ’

R
a =1 j=2,

o kb
n
wr(X) = k+by{k - ll(b;l[;lf.'r)JrJr—le
o kb= DB -k +k—2)
kN or + R(L = B :

» Taxa das fases
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Distr' ui
Simplific em dois casos particulares:
-

= Caso CVy> ’

Kz
ar (X) = M+ a2 = )
w13
1+ a2 —a)
(2 +ap )?

DISKulle

_ Model@iido Politicas de Memobria

*Conflito entre Erlang com 3 fases e
exponencial

Pin Vil 21 T P2 T
[ [ [1
LJ LF q
Peontrol

»,
n
P

DPout

A ﬁes Estocasticas

 Exemplo — Sevidor Central

s

think  TERM

g DISK

weDISK waitDI SK

Do livio MODELLING WITH f
GENERALISED =
STOCHASTIC PETRINETS DISKdie
Marsan ot al.

_ Modeléindo Politicas de Memobria
wg com 3 Fases

Peontrol

_ Model@iido Politicas de Memobria

%g com 3 fases com interrupgao

Peontrol
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Modeléiido Politicas de Memobria
Wito com politica Age Memory

Peontrol

od

4

e
Jsec Py

1 p
el
Lo

ors e |

DrsEate ot B SKC

AT

Peenaret

SPN — Deterministic and
W Stochastic PN

-

g inicao
= G’,T,I,O,H,H,MO,D,W) - Marsan,Chiola 1987

€ 0 conjunto de lugares,
denotam funcgoes (vetores de fungdes) de
entrada, saidas e de inibicdo que mapeiam transigdes
em multi-conjuntos de lugares:
BRRe P, Vte T
WADEER PRV Sl
VApRE PVt e T

€ marcacao inicial,

Modeléiido Politicas de Memobria
Wito com politica £nabling Memory

Peontrol

odelando Politicas de Memoria

4

Cpubuy

A — | S

sooppeas

W ot AL e
Il .

SPN — Deterministic and
W Stochastic PN

PN - (PITIIIOIHIHIMOIDIW)
D O atribui um tempo
médio as transicoes estocasticas e um
temp@ constante as transicoes
deterministicas,
atribui um peso as

transiges imeditadas.

.=

Embora seja possivel a analise de modelos com mais de uma
transicdo deterministica simultaneamente habilitadas, as
ferramentas, normalmente, somente implementam métodos que
considerem apenas uma transicdo deterministica habilitada por

marcacin
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SPN — Deterministic and
W Stochastic PN
@.plo:
-
Tim =l

Texpz{t3rt4}
Toer={t2}

'DSPN'= Extended Deterministic
" W and Stochastic PN

WN = (PITIIIOIHIHIMOI DIW)

> atribui
um.tempo médio as transigdes
estocasticas e um tempo constante as
transicoes deterministicas,

atribui um peso
as transigOes imeditadas.

'DSPN = Extended Deterministic
" W and Stochastic PN

Tm dependentes da carga

EDSPN' - Extended Deterministic

‘nd Stochastic PN

ﬁnEﬁo
='(PITIIIOIH/HIMO/ D,W) )

€ 0 conjunto de lugares,

denotam funcgoes (vetores de fungdes) de
entrada, saidas e de inibicdo que mapeiam transigdes
em multi-conjuntos de lugares:
VpeP, VEeT
VpeP, VeT
VpeP VteT

€ marcacao inicial,

Modelo em DSPN para limpar p,.

'DSPN = Extended Deterministic
" W\and Stochastic PN

@'plo:
4 P3

P
°o" @

P2
Modelo em EDSPN para limpar p,
(arcos dependentes de marcagdo).

* JRedes Estocasticas
wideragées

Redes de Petri estocasticas sao uma representagao
compaﬁ dealto nivel das CTMC

Equivaléncia com CTMC

Andlise quantitativa

Andlise qualitativa

Modelagem de sistemas concorrentes, nao-
deterministicos e assincronos. Modelagem de
sincronismo, escolha, mutua exclusdo etc
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~ Redes Estocasticas

Was Referéncias:

Modelling with Generalized Stochastic Petri Nets,

A. Marsan et al, John Wiley & Sons, 1995.

Performance Modelling with Deterministic and
Stochastic Petri Nets, C. Lindermann, John Wiley &
Sons, 1998.

http://www.daimi.au.dk/PetriNets
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