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Measurements Modelagem

Medicao Prototipacao Benchmarks
Andlise Deterministica

- ‘405 Temporizados

Alglimas'destas'classes de modelos temporizados
pwm a analise temporal dos sistemas seja sob o
ponto de vista deterministico ou sob o ponto de vista
probabilistico. Para modelagem e avaliaco de sistemas
criticos; s80'de particular interesse os modelos que
possibilitem a representacdo de tempos fisicos e ndo
apenas o tempo légico.

Os modelos que possibilitam a especificacao do tempo
fisico, podem representar os tempo de foras distintas, por
exemplo:

por Intervalos
de forma Deterministica
de forma Probabilistica

"= Interpretagdes do Tempo -
+
Amnogéordertemporpode ser representada de diversas maneiras

istemas computacionais.

é defini artir de relacées de precedéncia entre
eventos perm I'_In estabelecer ordens causais entre conjunto de
eventos.

* um tempo métrico que permite representar
quantitativamente a distancia entre eventos e estabelecer ordens
totais entre eventos.

Tempo Continuo seque a natureza uniforme e continua do tempo fisico
Tempo Discreto &€ uma simplificacio do tempo continuo onde a relacio
de isomorfismo é com o conjunto dos naturais.

Tempo Global _

Tempo Local

elos Temporizados

I3

Légicas Tﬂorais: Linear Time Temporal Logic, C: Te
L

Algebras de Processos Temporais : Timed CSP
Automatos Temporizados

Cadeias de Markov

Redes de Fila

Redes de Petri Temporizadas: 7imed PN, Time PN, SPN, GSPN,
DSPN
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~ Redes Temporizadas _ Redes Temporizadas
“‘F Extensoes c Extensoes

Temporizadas Temporizadas

Transition-Timed Place-Timed
PN PN

e ~» Redes Temporizadas
* Redes Temporizadas 0 Estocsticas
[ an 1580

“ Molloy 1
Ramehi@ndani, 1973 - Transition Timed Net Marsaiet al. - 1984
Merlin, 1976 - Transition Time Net !
Sifakis, 1977 - Place Timed Net E uma rede temporizada onde o delay

associado a transicdo é uma variavel aleatéria
de distribuigao exponencial




[Rédes Temporizadas
(Sfakis77)

Definigdo: PTFN“P,T,F,K,W,MO,F,U), onde
P é o conjuntede lugares,
T o conjunto de transicoes,
Fc (P xT)u (T x P) uma relagao que representa os arcos
W — Valoragao (peso dos arcos) - W: F - N
Mo- Marcagao inicial - My:P — N

T'={Y1, Yos---s Yis---y NUMeros reais denominada base de tempo.

v:P — I’ um mapeamato que v(p) = ¥

edes Temporizadas
‘ = PTPN -

edes Temporizadas
‘ = PTPN -

edes Temporizadas
‘ = PTPN -

edes Temporizadas
‘ = PTPN -

edes Temporizadas
‘ = PTPN -




*Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -
ICanceitos Basicos:

l\acas.séo consumidas dos lugares de entrada

Ha uma duracdo
Marcas sao geradas no lugares de saida

As marca permanecem nos lugares de entrada
pelo periodo igual ao delay associada a
transicdo. Apos o de/ay as marcas sao
consumidas e geradas nos lugares de saida
imediatamente.

*Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -

e onceitos Basicos:

>

>
gre

—Prioridade
— Probabilidade

(duracao e delay)

(delay)

—Transicoes habilitadas com menor delay sao
disparadas

R€des de Petri Temporizadas
ssociado as Transicoes -

Como fica @ memorizacdo
do%de habilitaggo
anterior? - ° p0

0 timeragociado a da gy o
transicdo mantem o valor

atual e quando a transigao

se tornar novamente

habilitada o valor do timer

iniciara daquele valor.

Quando a transicao for
novamente habilitada o timer
cara re-iniciadn

*Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -

e onceitos Basicos:
Pode Sér representada por uma rede com
disparo atdmico

Modelo mais compacto

O estado é uma informagdo mais complexa do
que o modelo n3o-temporizado

Pode representar o modelo com duragdo

O conjunto de marcagdes alcangaveis é um
sub-conjunto das marcagées do modelo nao-
temporizado.

*Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -

@:eitos Basicos:
Quando uma das transicoes
conflitantes é desabilitada pelo
dispare da outra, o que acontece com
0 timer da que ficou desabilitada
quando a mesma tornar-se habilitada
outra vez?

*Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -
@:eitos Basicos:

O que acontece com o &imer das

tranSicoes habilitadas apds o disparo
de uma transicdo?

Todas as transigdes. Nao somente as
transigoes conflitantes.
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*Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -

m:eitos Basicos:
Cl P ’
Apos cada disparo os timers de
(restar?)
Nao ha memoria
ApOs descartar todos os timers, os
valores iniciais sao associados a todas as

transigdes que se tornarem habilitadas
na nova marcagao.

A

*Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -

m:eitos Basicos:
.

R

Apos cada disparo os timers de
as transigoes sao mantidos em

seus valores presentes (continue)

*Redes de Petri Temporizadas
Associado as Transicdes -
@eitos Basicos:
eméntiga de Temporizagdo

-

firing semantics
firing semantics

firing semantics
—K é o maximo grau de paralelismo. Quando
k—o , Multiple-server firing semantics é
igual a /infinite-server firing semantics.

*Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -

m:eitos Basicos:
[ p .

Apos cada disparo os timers das
sao
re-iniciados (restart)
As
com o disparo matéem seus

valores presentes(continue)

*Redes de Petri Temporizadas
- Associado as Transicdes -

Conceitos Basicos:

de

- -

. -

E o nimero de vezes que ° pl p0 Q
uma determinada transigao

pode ser disparada, numa “
determinada marcagao, tz

antes de se torna

desabilitada.

Quando o grau de
habilitagao é

, atengdo especial a
semantica de temporizagdo
deve ser considerada.

dE:i d

R€des de Petri Temporizadas

ssociado as Transicoes -

-

Conceitos Basicos:

= firing
semantig

pO




R€des de Petri Temporizadas
ssociado as Transicoes -

Conceitos Basicos:
firing
Semaﬂtl'ﬁ

pO
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Variaveis Aleatorias
‘Restimo

-

ﬂar € uma funcdo que

confere'um numero real a cada resultado
(doe at,B amostral) de um experimento
aleatorio

€ uma fungdo que reflete o
resultado de um experimento aleatdrio.

{on:me Q, X(®)<x}xe R.




Variaveis Aleatorias
‘Restimo

d assumem
quaisquer valores no intervalo [a,b], onde
~o<as<b< 4o

assumem
apenas valores discretos.

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

' Seja > um
espago'amostral discreto. , que denota
uma de uma variavel aleatéria X, é
definida por , onde x assume
valores de

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

Bernoulli
Considere um experimento aleatdrio com
dois resultados possiveis ( ).

pmf(probability mass function) de X é dada
por: e

Variaveis Aleatorias
‘Resumo
Medade Markoviana
gic

-
Variaveis Aleatdrias com Propriedade
Markoviana

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

a (©" ) de uma variavel aleatéria X,
denotadwr , € definida por

€ uma funcao monotonica nao-
decrescente tal que onde
e
=>

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

Binomial -
Considere um experimento aleatorio

independentes com
por exemplo) realizados n vezes. A

pmf de X é dada por:




Variaveis Aleatorias
‘Restimo

-

a
Geométri@

Considere um experimento aleatorio
independentes com
e | por exemplo) realizados n vezes. A

pmf de X é dada por:

V4

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

D'cre‘fa
O MOMENTO (em torno da origem) de

uma variavel aleatoria X é o valor esperado da
n-ésimépoténcia de

n-ésimo momento central de uma variavel
aleatoria X € o valor esperado da n-ésima
poténcia da diferenca entre X e o valor
esperado de X ( )

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

-

IW Geratriz de Momentos

Dada urnivariével aleatdria X, a funcao
geratriz de momento de sua
distribuicao de probabilidade é o valor
esperado de

Variaveis Aleatdrias
‘Restimo

Valor Médio ou Valor Esperado
-

Uma
(Y=f(X)) € uma variavel aleatéria com

f(X) f(k)

Variaveis Aleatorias
‘Restimo
Discreta
JORPRMeIrd momento € o valor esperado.
Oarinﬂeiro momento central é
O'Séglindo momento central (variancia)

O coeficiente de variacao é a
normalizacao do desvio padrao

Variaveis Aleatorias
‘Resumo
Funcao Geratriz de Momentos

=29

22 3.3 4 .4 5.5 6 6 7.7 8 .8 99
at 2t At at _a-t  a-t a -t at Lo
=l-atd — - — e — - — e —_— - —  —— - —
2 6 24 120 720 5040 40320 362880
Para a=2, tem-se:
7 8 o
| 2t 4t +

s 2 4l
313 313 2833

Tomando a esperanga:
+




Variaveis Aleatorias

‘Resumo

-

Fwimento para obtencao dos momentos

>

-

Determine analiticamente para uma uma

distribuigdo particular

Ache

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

4

Discreta

Rinon

Parametfos: n,p;

Vaé:' Esperado= np,
Variancia=

Coeficiente de variacdo=
Fungdo geratriz de momentos

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

Variaveis Aleatdrias
‘Restimo

4

s

-

Par%etro: A

Valor Esperado "
Variancia .
Coeficiente de variagao
Fungao geratriz de momentos

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

4

>

-
Par%etro: A
Valor Esperado= H
Variancia= A
Coeficiente de variagao=
Fungdo geratriz de momentos

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

tinua tinua
C%/ari'a'vel aleatoria que pode assumir lative Distribution Function (CDF)
qualquer valor no intervalo , onde X )
, & denominada Variavel Aleatéria Se - entdo:
Continua.
Cumulative Distribution Function (CDF)

Probability density function (pdf)

Se entdo:




Variaveis Aleatorias
‘Restimo

Continua
ility. density function (pdf)
(

Como's nao € decrescente, entdo

V4

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

ntl’n'ua
0 momento

-
-

n-ésimo momento central

Variaveis Aleatorias
‘Resumo
Medade Markoviana
gic

-
Variaveis Aleatdrias com Propriedade
Markoviana

Variaveis Aleatdrias
‘Restimo

inua
Valor Médio. ou Valor Esperado

Uma
uma variavel aleatéria com

g(X) g(x)

V4

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

ntinua
fido momento central (variancia)
-

O coeficiente de variacdo e a

normalizacdo do desvio padrao

Probabilidade Condicional

g -

Se um evento

a io em um
espago amostral . A
probabilidade de que
ocorra um evento
uma vez que ' tenha
ocorrido é denotado

oo que é Caso
definido por: 50

entdo
entao

10



P

. Prgbabilidade Condicional

Caso =~ entdo
B

-

Distribution Plot
Exponential; Scale=100; Thresh=0

P{X>t) =eM

0,010

0,008

=0,449329
0,006
=001 =
E[X]= 1/A= 100
=80

Density

0,004

0,002

0,000 —

— 80 160

4 D‘uigéo‘Exponencial u

) 80 160
P{X>80} = e °l°ﬂ°_;0,449329 —

80) = P{X>(80+80) A X>80}
P80y
P{X>(80+80) | X > 80}= P{X>160}
P{X>80}

P{X>(80+80) | X > 80} = evoxasan = goom = 0,449329

@:0,01x80

= P{X>80} =

Valor Esperado

Variancia:
Propriedade:

icao-Exponencial

ty Density Function
1)

- t
X

4 D‘uigéo‘Exponencial u

k t
POGT = et he

P{X>t4u > t} = P{X>t+u A X>t}

P{X>t}
P{X>t+u | X > t} = P{X>t+u}
P{X>t}
P{X>t+u | X > t} = eMt+V) = g = p{X>u}
e-)»t

11
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% Variaveis Aleatorias
d ‘Restmo
Continua
.

Para’mentro: p

Valor Esperado:

Variancia: .

Coeficiente de variagdo:

Fungdo geratriz de momentos

% Variaveis Aleatorias
r ‘Resumo

—

Hi%nencial
Paramentres: , , ;

Valor Espgadc!
3

ROO=X_, a(l-en), £0
3

EQQ)=X=X_ a, K00=X., ape; 20
Coeficiente de variacao: sqrt(2x(1/X)?x .,q/p? - 1) 2 1

3
Variancia: 2 2._, gy/u? - X2

\\
! Exponencial N
2=0,01
\,\\
o \\
w o e g \ i i
e ) \\ Hiperexponencial
E(t)= fw.m.;mu,:.m = \\
o et ol \ Ay=Ap=
_— . 1=0,01
o= L e~ 10000160 e = 100 wt N\ Q1=Qz=1
- \;

¥

% Variaveis Aleatorias

‘Resumo u

I 4

T

Eang-k
2 k fase k-1
@ , -© Fu(X)=1-et Zj=o (kut)/jt, t=0

()= [(ku(kut)/(k-1)lJe™s , 20, k=1.2,...

Paramentros:k, u;

Valor Esperado: k/p

Variancia: k/u2

Coeficiente de variagao: 1/sqrt(k) < 1
Fungao geratriz de momentos

% Variaveis Aleatorias
7 ‘Restmo
iperexponencial
U istribuicao desconhecida de

pode Ser aproximada por uma
Paramentros:k=2, u,, u,,q;, g,
w=1/X. (1 - sqrt(q,/q, - (2 -1)/2))*
L=1/X". (1 + sqrt(q,/q, . (c? -1)/2))*
d:+d,=1, d;, 920 py, u,>0

% Variaveis Aledtorias
3 ‘Resumo
Erlang-K

Um ibuicao desconhecida de * e
aproximada por.uma

- Distribution Plot

pode ser

Gamma; Scale=100; Thresh=0
k=[1/c?] —
k=

= 2 7) (Shape = fase = k,
W=1/(CTRX

1000 1500 2000
x




EEV A ES
‘Resumo
= ng'-K (Shape = fase, Scale = valor da fase)

Variaveis Aleatorias
‘Resumo
Hipo-exponencial
Paramentros: 1, W,
ValopiSperado: 1/u, + 1/p,
Variancia®1/u2, + 1/u2,

Coeficiente de variagao:[sqrt(u?; +u2, )/

(i + )] 1

Variaveis Aleatdrias
‘Resumo

tl’rTua
uma variavel aleatdria com

distrib{g& hipo-exponencial com k fases
e taxas uy, W, ..., W tem-se:

k
fx(X)= Ej=1 aiuiel}‘it 7 =0

k
= Hj=1,j¢i[lvlj/(uj'ui)] , 1<isk
k

Valor Médio = Zj=1 1/p

Variaveis Aleatdrias
‘Resumo

istribuicao € uma
&alizagéo da distribuicao de
quandd'stadmite fases com taxas
diferentes.
Para uma variavel aleatoria com

distribuicao hipo-exponencial com duas
fases p; # W, tem-se:

Fx(()X)=1' [y /(pm py)et] + [y /Ry pydes,tT,
>

0= [(Mg Mo)/(Wy - Wp)] (e - eryt), t>0

Variaveis Aleatorias
‘Resumo
Continua
Uma distribuicao desconhecida de
como valor esperado e
pode ser aproximada por uma
Hipo-exponencial
1y =(2/X) {1+sqrt[1+2(c*1)]}*
H=(2/X) {1-sqrt[1+2(c*1)]}

Variaveis Aleatdrias
‘Resumo

13



Variaveis Aleatorias

‘Resumo

Variaveis Aleatorias
‘Restimo
Se X = X

>

Variaveis Aleatorias
‘Restimo
20 Sef(X) = b
by b

b -0

Variaveis Aleatdrias
‘Restimo

9;? ) (f_’ uma variavel aleatdéria com
ke
() f(k)
Uma Y=
g(X)) € uma variavel aleatdria com

Fungdo densidade de
Probabilidade de X

4

‘Resumo

Wisg X =ax b
A .a X b

Variancia

X a2Var(X

OER Var(aX +b) = a? Var(X).

SNl Var(aX +b) = £[(aX +b) - B(aX +)]

=EfaX +b - (agx+b)]* !
= E(aX —aE(X)?
= E@* (X - EX))?= a®B(X -HX))? = a* Var(X).

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

4

= Exemplo

Suponha'que  seja uma variavel aleatdria
tal que 3e 5. Além

disto, seja 2
Portanto:

E(Y(X)) = [2%

Var( ) = 2 4

Variaveis Aleatorias

14



Variaveis Aleatorias
‘Restimo
Qual =f("") € muito complicada, os calculos
de E(T(C ))e \Var(f()) podem ser dificeis.
Pode-se.obter aproximacdes de E(f(X)) e
Var(f("))expandindo-se Y=f(X) (série de
Taylor) até trés termos (para a média).

Y = f(E(X)) + [(X = E(X)) x F(E(X))] +
[(1/2)<[(X = E(X))?] x F(E(X))] + R

Resto da expansao

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

Aprwgéo (série de Taylor) do Valor
Esperadoe ¥ariéncia para
:igue sao

Seja « uma variavel aleatéria com e

Suponha que Y=f(X). Portanto:
ELYT = F(EIX]) =+ (F(E[X]) x )2
Var(Y) = (F(E[X])? x

afiaveis Aleatorias Multidimensionais
~ Resumo

Muiltiplas Variaveis Aleatdrias

Seja X0 espaco amostral associado a um
experimento . é um resultado do
experimento .

Seja X;, X5, ..., X, variaveis aleatdrias que
associam um numero real X;( ), X5 (), .s X ()
a cada resultado

[X;, X5, ..., X, ] é chamado de vetor aleatorio k-
dimensional.

Variaveis Aleatdrias
‘Restimo

-

YOS F(E(X)) + (X = E(X)) F(E(X)) + [(1/2) x[(X -
E( f(E(X))] + R. ; )
E(CO) S0 + FEEC))] +

[(1/2) XORE EQOY?] x F(ECO) ] + E(R) =

+RI(/2)] % E[F(E(X))] x E[(X — E(X))?] +

+ (1/2) x F(E(X)) x Var(X) + E(R)
+ (1/2) x F/(E(X)) x Var(X) =

(f(X)) = f(E(X)) +[ (1/2) x F(E(X)) x Var(X) ]

Variaveis Aleatorias
‘Restimo

-

Wagéo (série de Taylor) do Valor Esperado e
ancia para que sdo
ef g
Sup(ﬂla uma variavel aleatoria t, onde E[t]=20s
e Var(t)=5s. Considere uma funcao

e
= V(E[t]) + (V*(E[t]) x Var(t))/2
v(20) + (v(20) x 5)/2
=[V'(E[tD)]* x Var(t)
[VI(20)]2 x 5

/ ‘ . Resumo

Muiltiplas Varidveis Aleatdrias

15



Variaveis Aleatorias Multidimensionais

‘ . Resumo

.

laveis Aleatorias Bidimensionais (vetores

aleatorios bidimensionais)

Se os valores possiveis de [X;, X;] formam um

conjunto finito ou infinito enumeravel, [X;, X,] é

um .

Se os valores possiveis de [X;, X,] formam um

conjunto ndo enumeravel do plano euclidiano,

[Xy, X,] € um

ariaveis A eatorias Multidimensionais
/ ‘ . Resumo

Probabilidade Bivariada
Caso Discreto: a cada resultado [x,, x,] de [X;, X;]
associamos um nimero
P(Xy, Xp) = P(X;= Xy, X5 =X3),
onde p(Xy, X;) 20, V Xy, X,

Zzp(xl’x2)=1

X Yy

Distribuicdo de probabilidade de [X;, X;]
([x;, x, 1, p(x;, x,)), Vx;, X,

ariaveis A eatorias Multidimensionais
/ ‘ . Resumo

Probabilidade Marginal
Caso Discreto : a distribuicdo marginal de X, é

pi(x)= Zp(xl’xZ)’vxl

X2

A distribuigao marginal de X, é

p,(x,) = Z p(x,x,),Vx,
x1

Variaveis Aleatorias Multidimensionais

‘ . Resumo

e

laveis Aleatorias Bidimensionais (vetores
aleatorios bidig1ensionais)

/aria
/ ‘ . Resumo

Probabilidade Bivariada
Caso Continuo: Se [X;, X,] &€ um vetor aleatdrio
COI’\tI'n., f(XI, X2) 2 0, \Y (Xll X2) e R X1x X2
€ a funcao de densidade conjunta.

.UR f(xhxz)dxldxz =1

X|xXp

3 4 5 Pa(X,)
1/30 2/30 3/30 1/30  8/30
/30 1/30 3/30 4/30 9/30
1/30 2/30 3/30 6/30
1/30  3/30 4/30
3/30 3/30
pix) 7/30 7/30 830 7/30 1/30 Zrw=!

16



Aleatorias Multidimensionais

i Resumo
d ‘ ‘
Mlidade Marginal

Caso CoH'tfwo : a distribuicdo marginal de X, é

Aleatorias Multidimensionais

i ‘ . Resumo
ks

Mlidade Marginal: Caso Discreto
>
-

0,3000- X-
py(x)  °® 02500 Palxa)

02000

hi(x) = [:f(xl’ X, )dx,

01500 —

0,1000 01000
0,000 00500 H

T2 [ 5 [ 4] X, 1 2 3 4 5 | X,
o267 [ o0 [ o0 | e | aroo0

A distribuigao marginal de X, é

Fae) = [ F0q,x)dx

/ ‘ . Resumo

- o Li idade do Valor E d
Lwade do Valor Esperado sLinearidade do Valor Esperado
».

Considerando X, Y e Z variaveis aleatérias
discreta, temos que :

E[Z]=E[X +Y]=
Z Z (x + )’)P(x + Y) = (Ver exemplo da pdgina

x oy seguinte)

D xp )+ yp,(y)=

E[X]+E[Y]

-
SejamX'e Y duas variaveis aleatdrias e seja

Z=X+Y.
Portanto E[Z]=E[X +Y]=E[X ]+ E[Y]

Aleatorias Multidimensionais

Ver.
Orig inll

mLinearidade do Valor Esperado
Considerando X, Y e Z variaveis aleatorias

X2 0] ] 2 3 4p2x2)  [x2p(x2)
0 00333 00333 00667 01000 0,033 02667 0 continuas, temos que :
1 00333 00333 01000 0,133 [ 03000 03 E[Z]=E[X +Y]=
2 00333 00667 0,000 [ 02000 04 .
30,0333 0,000 [ 01333 04 L L (x+y) f(x+ y)dxdy =
40,1000 [ 01000 04 o e b e
[p1 () 023337 0,2333" 02667 0,2333" 00333 2,0000[ 1,500 L, x f_w S (x+y)dydx+ Lq y f_w J(x+y)dxdy =
1,6000 0 0,233333 0533333 0,7 0,133333[x1 pix1)_[EIXY] - -
E[XI] E¥i=2E 3100 J:m Xfy (X)dx +L Wy (0)dy =

E[X]+E[Y]




-

mLinearidade do Valor Esperado
De forma mais geral, considere Z, Y e X

variaveis aleatérias continuas, onde

Z(X,Y) = aX+bY, e a e b sdo constantes.

E(aX +bY) = aB(X) + bE(Y)

mLinearidade do Valor Esperado
Este resultado pode ser generalizado de forma que:
para a,,...a, constantes e qualquer varidvel aleat6ria multivariada (X,,..X )

E (i ain'> = iaiE(Xi)
i=1 =1

Se E(X;) nao divergem.

Aleatorias Multidimensionais

/ ‘ . Resumo
Soma.de Varidncias

Sejam X e ?duas variaveis aleatorias e seja
Z=X+Y

Portanto Var[Z] = Var[X + Y]

= Var[X] + Var[Y] +2xCov(X, Y)

mLinearidade do Valor Esperado
Prova: o oo
E(aX +bY) = /_ /_ (ax + by) f (z, y)dzdy

- [ Z [ Z[axf(w,y)wyf(z,y)]dxdy

— /:: /:: azf(z,y)dzdy + /j; /:: byf(z,y)dzdy
ST oy N

= a/00 xfx(z)dx+b1w yfy (y)dy

=aE(X)+bE(Y).

Aleatorias Multidimensionais

- ‘ . Resumo P

Linearidade do Valor Esperado
Se Y duas variaveis aleatorias independentes

z =-XY.
Portanto E[Z]= E[XY]= E[X ]E[Y]

Prova: E[XY]=) > xyp(x.y,)=
i

z z XY Px (x,)py (yj) = (dado que sdo independentes)
i

> Xy pe )Xy (v)=
i J

E[X]E[Y]

Aleatorias Multidimensionais

/ ‘ . Resumo
Soma.de Varidncias

E[((X +Y) - E[X +Y])?]
E[((X +Y) — E[X] - E[Y])?]
=E[(X -E[XD+ ¥ -E[Y])’]
= E[(X - EIX])* + (Y - E[Y])* + 2(X - EIX])(Y - E[Y])]
=E[(X —E[X])’]1+E[(Y —E[YD’ ]+ E[2(X —E[X])(Y - E[Y]
=E[(X —E[X])’1+E[(Y —E[YD’]+2E[(X —E[X )Y - E[Y]]
= Var[X] + Var[Y] + 2Cov(X,Y)

Var[X + Y]

18



ariaveis A gatorias Multidimensionais

/ ‘ . Resumo

/ariaveis A gatorias Multidimensionais

/ ‘ . Resumo

Soma de Variancias

Soma de Variancias

Cov(X,Y)=E[(X —E[X])Y -E[Y]]

= E(XY -YE[X]- XE[Y]+ E[X]E[Y]) Var (X +Y)=Var [X ]+ Var [Y]+2Cov (X ,Y)
Devido a propriedade de linearidade do valor esperado, temos:

Dado que se X e Y forem independentes, tem-se Cov(X,Y)=0.
=E[XY]-EYE[X])-E(XE[Y])+E[X]E[Y] Portanto:
=E[XY]-E[Y]E[X]-E[X]E[Y]+ E[X]E[Y]

=E[XY]-E[X]E[Y] (SeXeY forem independentes)

=0 (devido a linearidade) g

Var (X +Y)=Var [ X ]+ Var [Y]

ariaveis A gatorias Multidimensionais ariaveis A gatorias Multidimensionais

/ ‘ . Resumo . ‘ . Resumo

Soma de Variancias Soma de Variancias
’. Var (X —=Y)=Var [X |+ Var [Y]
Var (X +Y) =Var [X 1+ Var [Y] Dado que Var [Z aX,| =3 arvarix,)

i=1

O teorema acima pode generalizado para n varidveis aleatdria X
Pois a,=lea, =-1

Mutuamente independentes X | »--- X, com constantes @ ,-.-@,
n n _ 2 2
Var {Z a,.X,}=Za,-2Var[X,-] r Var [X =Y 1= a Var [X ]+ a Var[Y]
P =l = 1)*Var [X ]+ (=1)*Var [V ]
=Var [ X |+ Var [Y]

~ uNetaggo de Kendall ~ uNotagdo de Kendall

K Servidores /m 6 disciplina
/ w — distribuicdo FCFS

— distribuigdo
do tempo.entre
chegadas.

B — distribuicao
do tempo de servigo. .
4 m — numero de
m — numero de

; servidores. Exemplos:
servidores. B ={M,D,G,E} -y - u
: M - Markovian, K = capacidade de M/M/1
K = capacidade de o b
D - Deterministica, armazenamento. M/M/]_/K

armazenamento. g jg;’;g]‘;, » Muitas vezes quando K e m s&o o,
estes termos s&o omitidos ou usa-se M/G/2

do tempo entre LCFS
chegadas. RR

B — distribuigao IS
do tempo de servigo. Preempgdo
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* JAndlise Operacional

Variaveis operacionais
il erl'ty_io de observagdo
: Nimero de recursos do sistema
R 'I'.po de ocupagao do recurso i no periodo T.

: Numero total de solicitagdes (ex:.chegadas) do
recurso i no periodo T.

: NUmero total de solicitagdes (ex:.chegadas) ao
sistema no periodo T.

: NUmero total de servigos finalizados pelo recurso
i no periodo T.

: NUmero total de servigos finalizados pelo

* JAndlise Operacional
IV‘ c;s derivadas (derived measures)

=
Tempo'medio de servico por finalizagdo relativa
ao recurso i;
throughptk (ex.: finalizagGes por unidade de
tempo) do recurso i

taxa de chegada (ex.:, chegadas por unidade
de tempo) ao recurso i;

throughput do sistema;

Nimero médio de visitas ao recurso i por
solicitagdo;

sistema no periodo T.

- ' <
_ uAnélise Operacional

=
mplol
Supon ao se monitorar uma processador por um

periodo de 1 minyverificou-se que o recurso esteve
Forced Flow Law: ocupado 6s. O numero total de transagGes que
Xi=VixXo chegaram ao sistema € 1800. O sistema também finalizou
a execugdo de 1800 transagGes no mesmo periodo.

* JAndlise Operacional

eis Operacionais (derived measures)

Utilization Law:
Ui=X; xS =X\ x5

Service Demand Law:
Dy =Vix S =U;/Xa 4
‘ 1. Qual a taxa de chegada ao sistema (A,)?
2. Qual é o throughput do sistema (X,)?
N=XxR 3. Qual é a utilizagéo da CPU(Ucpy)?
4. Qual é o tempo médio por transagdes finalizadas pelo

Little’s Law:

Interactive Response Time Law

I sistema (S)?
- Xo

* JAndlise Operacional

E impol € salientar que o unico recurso do sistema é

a CPU, portanto:as métricas associadas a CPU serdo
as mesmas associadas ao sistema.

CeU T= L omndan Bery = 244
An < 1900 troasetipes
¢, = L %00 Tovmiivons
R Po=%™

E@

E impol € salientar que o unico recurso do sistema é
a CPU, portante:as métricas associadas a CPU serdo
as mesmas associadas ao sistema.

SpoS) = Sens

U =lUw
Co 2y i = Nerw
pAN ’%%’70“’” ):Z;}x.ﬁ o

SR 4800 2 20%k
Xox 7= 0P




.-
gt ﬁise Operacional
S
A banda passathe‘e um /ink de comunicacdo é 56000

bps. Pacotes de 1500 bytes sdo transmitidos ao link a
uma taxa de 3 pacotes por segundo

Qual é a utilizagdo do link?

-
3 ﬂise Operacional

Para faro conceito de Service Demand considere

0 caso em que 6 transacGes fazem 3 acessos (cada
uma) a. umaunidade de disco. Os tempos de cada
acesso sao apresentados em ms.

Transaction No.

10
11
11
32

Qual é a Service Demand do sistema? D;,,=3,2 ms

-
' I‘ssns Estocasticos

@ definido por um conjunto de variaveis

aleatori
{ E* onde € uma variavel aleatdria para cada

é denominado parametro e cada valor de sdo estados.
0C € um processo estocastico
onde as variaveis aleatorias nao dependem da histdria passada.

Processos de espaco de estados e tempo discretos
(Discret Time Markov Chain - )
Processos de espaco de estados continuo e tempo discreto

Processos de espaco de estados discreto e tempo continuo
(Continuos Time Markov Chain - )
Processos de espaco de estados e tempo continuos

- <

g ﬂise Operacional
S

fandisidtl, D000 bf4 Tt fo sl 1f,1 (B

bz foduidt, = oo

a’gg) Nkt el ff.b‘ﬂll/; T H = s

o™ e = 415000

| waw ook mﬂm):
45p0A V'S 8 = romms

IO NS v (7\) = 3 geckha/y
(= TS % A = 0,MUN86 N3 = o

- Kl

T

* JAndlise Operacional

.,
Con que um Web Server foi monitorado por 10

min e que a CPU esteve ocupada por 90%. O /og do
Web Servérregistrou 30.000 solicitagbes
processadas. Qual & a CPU Service Demand (Dcpy)
relativa as solicitacbes ao Web Server?

=10 x 60s = 600s

X, = 30.000/600 = 50 solicitagdes por segundo.
Depy = Ugpu/Xo = 0,9/50 = 0,018 s/solicitagdo

|

-~
- I‘ssns Estocasticos

Icancavel (reachable): um estado s. é um alcancavel
de umestado se
-
Um sub-cﬁjunto de estado S é definido com fechado
(closed) se A

Um estado é absorvente se ele é o Ginico membro de
conjunto fechado de estados S.

Um conjunto fechado de estado S é dito irredutivel se
(todo estado s é alcancavel de qualquer
estado s;)
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" Riocessos Estocasticos . Contiftios Time Markov Chain

es80 LS " éum processo estocéstico EMO de Chapman-Kolmogorov
onde as variaveis :Ieatorlas nao dependem da historia passada. Considere uma * | (n3o-homogénea) com

; ” jp— 1 espaco de esta Vamos usar i,j e k para
Observam#selois aspectos associados a auséncia de meméria: denotar estados tipicos e -1 e t para denotar pardmetro de

Todo estado passado é irrelevante. tempo.

O tempo que o processo passa em um estado é irrelevante. Para , considere Pode ser

representada na forma matricial por

€ uma extensao de um A equagdo de Chapman-Kolmogorov

processo Markoviano onde a restricdo 2 é relaxada.

Na forma matricial, temos:

. Contiftos Time Markov Chain . Contiftios Time Markov Chain

EMO de Chapman-Kolmogorov EMO de Chapman-Kolmogorov

1 \
Substituindo _por ‘e  por , entdo: %
| -

(forward Kolmogorov eq.)

Subtraindo-se ambos os lados por temos: Onde

Dividindo-se por |1 e aplicando-se o limite , tem-se: Os elementos de sao dados por

Levando a equacdo diferencial parcial

| |
. Contiftos Time Markov Chain . Contiftios Time Markov Chain
EMO de Chapman-Kolmogorov Ehﬁo de Chapman-Kolmogorov

£l - -
Onde @ Uma fungdo de converge para zero mais rapido (forward Kolmogorov eg.)

que .
Dado que portanto:

Para cadeias , tem-se:

Ou seja, a soma de elementos de uma linha de Q é




-
 Contitos Tiime Markov Chain

Steady State Analysis

- (homogéneas)
-

Em estado estacionario (t—), pode ser que
lim,_,.. TI(t) = TI(t) exista.

Caso exista, entao X g ng=1

dI(t) = 0, entdo

dt

.-
Cbn‘xs' Jime Markov Chain
ma CTMC é dita irredutivel se
S (todo estado € alcangavel de
qualquer estado - )
-
Uma CTMC finita, irredutivel e homogénea é
dita ergddica (ergodic) se o vetor de
probabilidade estacionaria (steady-state
probability vector) 11 existe.

-
. Contifiios Tirme Markov Chain

-
 Contiflios Time Markov Chain

olticoes para Steady-States

( )
>

»

Onde ?ornece a steadly-state probability de
um sistema estar no estado

Solugdes Transientes

Onde é probabilidade de se estar na estado
no instante

-
 Contiftos Time Markov Chain

e

Solucoes para Steady-States
= - I s =1

-
Eliminagdo de Gauss
Decomposigao LU
Método de Grassmann

Power Method
Método de Jacobi
Método de Gauss-Seidel

.-
: ’C’cﬂos Time Markov Chain

de jobs K =3 “

de jobs K =3
”m T e L Teo—Te

e u,=1/5,

1 M1 H1
P Ve S N
©_8_e _®
12 j12 ]

7(3,0) = 0.5333, w(2,1) = 0.2667, n(1,2)=0.1333, =(0,3) = 0.0667

W,=1/2.5808
FCFS

W,=1/2:5808
FCFS

i 1 2}
VR Y WS N
@_8_C o
2 H2 H2

—H 1 0 0
g=| #z ~lmtm) 2 0

(3, 0)ts = (2, 1)ptz
(2, 1) (1 + t2) = 7(3,0)p01 + 7(1,2)p2
(1, 201 + p2) = w(2, gy + 7 (0,8)paz o
(0, 3)z = 7(1,2)11 -

V[Vl |, — 1 (0) = 0.9333, p2=1— 72(0) = 0.4667.
0 2 —(p1 +p2)
0 ) 123 —2

ThrOughput A=A = A2 = prpy = pape = 0.1867.

7(3,0) = 0.5333, w(2,1) =0.2667, =(1,2)=0.1333, =(0,3) = 0.0667




¢ m‘irw
Mde jobs K =11
A=1 >

u=l.
FCFS

State probability of State i={0,1,...,11}
8.33333333e-002

Sontinuos Time Markov Chain
i _Siste{na ional com d%radagﬁo

Suponha um sisgma representado por uma CPU que opera em trés estagios.”
dable - + As taxas entre os estados séo:
CPU_Mradab/e € (OK_D_rate) 100, Degradable para CPU_OK (D_OK_rate) é 20,
Degradable para Faulty-€PU (D_F rate) é 5, Faulty_ CPU para Degradable (F_D_rate) é 10,
CPU_OK para Faulty_CPU (OKEF _rate) é 1 e do estado Faulty CPU para CPU_OK (F_OK_rate) é
i

’

Fauty_CPU

r
- Cbn‘ Jime Markov Chain
‘ upo'nha um sistema representado por um
ato estocastico, onde:

2%
k3

Os eventos @ ocorrem com igual

Os eventos ¢ ocorrem con*(\ igual

o ’o ’e“ State Transition Diagram
.
™~ ~

—

Sontinuos Time Markov Chain

#
+

Siste Cor'nputacional com degradacao

&
Suponha um sistéfMa representado por uma CPU que opera em
trés estagios: 4 e

As taxas entre os estados sdo:

CPU_OK para Degradable é (OK_D_rate) 100, Degradable para
CPU_OK (D_OK_rate) é 20,Degradable para Faulty_ CPU
(D_F_rate) é 5, Faulty CPUpara Degradable (F_D_rate) é 10,
CPU_OK para Faulty CPU (OK_F_rate) é 1 e do estado
Faulty CPUpara CPU_OK (F_OK_rate) é 1.

Sistema
-

Lime Markov Chain

b
ional com degradacio

& Rate Motix
[ wax | cPuok | Dewacame | rauyoru |
TS oK b OKCFTae
Degradable b_OK rate. I D_F_rate|
[Faul_CPU i F_OK_rate. FD_rate)

utputs asked for the model: Degradable
Values: OK_D_rate= 100, D_OK_rate=

_F_rate=5,F_D_ate=10, OK_F_rate=1,F_OK iste=t

utput
State probabilty of CPU_OK
State_Prob; 1200677426001

Input parameters values: OK_D_rate= 100, D_OK_rate=2), D_F_rate=
Output:

Expected steady-state reward rate for Degradable
Exp_SS_Reward_Rate: 2.40322581e+001

Outputs asked for the model: Degragable *+++++111++%

~~~~~~~~ Outputs asked for the model: Degradable ™
K_D_rate= 100, D_OK_at

[CPU_OK
Degradasle

5. F_D_rale=10, 0K_F_rate=1, F_OK_rate=1

Output

teacy_State Avilabilty for Degradable
SS_Aval 7177419356001
0

State2
Init Cond: 0,
State: Degraded

Output State
State2 Loss 1,000000.
State1 oss 20,000000.
Stated oss 1,000000.
State2 oss 5,000000
Stated oss 1,000000.
State1 1,000000
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. Contiftios Time Markov Chain

teady state Resuts: Results at tme 1000,000000:

Value Resu

Avalabity 0857133 0857133

Cost e Uit Tme. 765,714286 ime. 765,714285

e 1,165667 na
0,166667 0,857163

otal ost
1000000 o
o

o
ogs7ies

057145 "y 557 5 o000t 12501 5505 787s
son.00 oSz oss71s6 s, 173,35 773.3m150
100,00 ot g iy oss71ss = a7, 153446

r
 Contiftos Time Markov Chain
State Transition Rate Diagram
- r
o o °
-
T 0 0 >l
0 -(r+wp v 1
35 0 -3 0 (T8, Ty, TC,, 753)Q= 0

c 0 oges .
T=1/(myx\) - Tempo médic

. Contiftios Time Markov Chain

Méﬁ— a probabilidade acumulada de que
se esteja num estado € dada por:

Portanto, tempo médio (esperado) que se
permanece no estado i durante o intervalo [0,t).

*Ver métricas nas pagina 91,92,93 e 94 de QN and MC [Bolch et al.]

r
\ Contiftios Time Markov Chain
é tate Transition Rate Diagram
"
o O :
-_— 3| 0

(T, T, ) Q = |0
0

A 0
0 -A A

-)\R‘+p1t2=0
O & ’

ATy-Am, =0
AT -, =0
M=m=n/(2p+A1) Ty + Ty + Ty =1

m=A/(2pn+ 1)

r
. Contifiios Time Markov Chain
MEtFICas - Métricas de interesse pode ser calculadas através

da sof nderada das probabilidades de estado.
Rewa%rat&m estado estacionario

Reward rate instantanea

E[Z(0)]= Y 1, (1)

*Ver métricas nas pagina 91,92,93 e 94 de QN and MC [Bolch et al.]

o DIZS‘ Hime Markov Chain

portamento de
u de estocastica é
representado por

Po1

//—\ I 1
- " /‘J P11

Poo P10

25



- DIZS‘ fime Markov Chain

0 transiente: um estado € transiente se a
p ilidade de nao se retornar ao estado é diferente
de zero.

Estado recorrente (recurrent): o estado i é chamado de
recorrente se a probabilidade de se sair de i e retornar
aiél. "

MRT (mean recurrence time): Z n X fy(n

fii é a probabilida de se =

retornar a i apos n passos.

. Disgtete Time Markov Chain
Sollicoes'para Steady-States

s

-
-

- probabilidade

’ , onde T, fornece o
numero relativo de visitas ao estado

. Contiftos Time Markov Chain

e olucdes Transientes

- I

-

-
Onde € probabilidade de se estar na estado
no instante

Solugdo via Sistemas de Eqg. Diferencial Ordinaria
Solugdo através de transformada de Laplace
Runge-Kutta

Uniformizacgao (Transformar CTMC em DTMC)

Disgiete Time Markov Chain
% recorrente nao nulo (recurrent non null): um

= € classificado como recorrente ndo nulo se
IS, casocontrario é classificado como recorrente
nulo (reeurrent null).
Se um estado € recorrente e pii(n)>0, e sejad o
periodo. Se d =1 o estado € aperiddico, se d>1 é
periddico.

 Disgtete Time Markov Chain
,&u'gﬁes para Transiente

-
du\

(1) P =

r
. Contiftios Time Markov Chain
SolucBes Transientes

s I

-

-
Uma solucao formal para o sistema acima é:

Pela série de Taylor/MacLaurin, temos:
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-
 Contitos Tiime Markov Chain

Wes Transientes

>

-
)
Problemas de arrendodamento ocorrem devido aos
valores positivos e negativos que Q contém.
A matriz se torna ndao-esparsa o que
requer capacidade muito maior.
Para evitar estes problemas aplica-se o método
chamado de uniformizagdo (ou aleatorizagdo -

Randomization) também chamado de método de
Jensen

-
 Contitos Tiime Markov Chain

4 . Em todos os
Un|rm|zaga0

que tiverem

teremos transi¢ao (

7 Gal . 3
o—/ - /' . Para que ti

\ , ou

—
uma época nao é longa o suficiente,
estes estados

Estado de menor
tempo de permanéncia

- (auto-lago).

Sabe-se também que:
At=1/(-q;) = 1/

pij =/ A) e py = qu/ AQD)

b -~
Cbnds ime Markov Chain
Uni rmiEagéo
. F i
o< . 4 AL
—0

P=1+Q/A
=AP-T) A 2 maxyges{-q;}

A =gyt qgt Vv

v -~
 Contiflios Time Markov Chain
Uniformiza 95 0 Conmdg:e que tomemos
taxa uniforme A> g
g = +Vv (A- =
eV =0 ¢ a taxa de arbitrdria de
um evento ficticio que ndo muda
o estado i.

Estado de menor
tempo de permanéncia

~ 1/(-q)=1
A = maXygesilggl}

Sabe-se também que:
pij = i/ A) e py = qu/ AQD)

-
 Contiftos Time Markov Chain

Unirmizagéo

e
_// .
0\ P

AQ) = 9yt Ga A =gyt gyt v

Sabe-se te ¢ p
Sabe-se também que A > maxyes (1,1}

Py = qif AQD) e py = qu/ AlD)

-
 Contiftios Time Markov Chain
Uniformizacgo

—@
—
0\
—0
P=1+Q/A
=MP-1I)

3 [
A= maxyge s f -Qj }

Considerando At como uma época (llmc
step), P=1+ Q Atqu ual aos dois pi

uniformizada é uma aproximagao de primeira
ordem da CTMC.
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-
 Contitos Tiime Markov Chain

Uniformizacdo

£
Q=121 P=
6 046

P=1+Q/A
Q=MP-1)

A 2> maxygeof Iqijl}

Cbnds Jime Markov Chain
Solucdes Transientes

O
U

+
- Solugbes Transientes

. @ntms fime Markov Chain

73
[

\
\Ldesiguladade ocorre, poit

$d0 menores ou iguais

aum.

-
 Contiflios Time Markov Chain

SolucBes Transientes

1/

—
-

Na matriz P os valores estdo entre 0 e 1. Ndo ha valores
negativos, o que evita os erros de arrendodamento que
ocorrem na expansdo com a matriz Q.

-
Cbﬂds Jime Markov Chain
SolucSes Transientes

>

(A

Uma solugé’g iterativa:

Podemos truncar a série de maneira que a se
atinja uma exatidao ¢ ).

+
- SolucgOes Transientes

Dado% € uma distribuicdo
discri ROIEEL ) Fportanto:
-

)

Do slide anterior, tem-se:

. @ntms fime Markov Chair

Desta forma:




(3
. Contiftos Time Markov Chain
Solucdes Transiente

-
“(A

. Contiftios Time Markov Chain
Solticéo Transiente (exemplo)

. Contiftios Time Markov Chain

Solucdo Transiente (exemplo)
:, :

P=1+Q/A
Q=MP-1I)

A= maxygesilgyl)

Considere e=10*

\ Contiftios Time Markov Chain

Solucdo Transiente (exemplo)

Q = ("N P =
6 0 -6 L6 0 0

I e 2 2
i 1

Dado A= 6 e considerando e=10+*
2.0 (0,6)7/n! = 1,8221

\ Contiftios Time Markov Chain

Solucdo Transiente (exemplo)

r
. Contiftios Time Markov Chain
Solugdo Transiente (exemplo)

>

obtém-se:

através de




-
 Contiftos Time Markov Chain

Solugdo Transiente (exemplo)

>

t0.18.51 I | 10| 20 |50 |100
KelNSER/Am| 1791952 | 91 | 1631367 1693

Para =

-
. Contiftios Time Markov Chain

Solugdo Transiente (exemplo)

>

t0.18.51 I | 10| 20 |50 |100
KeINSEI/A] 178952 | 91 | 1631367 1693

Para =

-
. Contiftios Time Markov Chain

Solucao Transiente (exemplo)

pa(t)

ps(t)

0 I ! 1 1 L L I L I
0 02 04 06 08 1.0 12 14 16 18
t

-
 Contitos Tiime Markov Chain

o Transiente (exemplo)

Para

v(0.6,0) = [€26(0,6)°/0!]
w(0.6,1) = [€6(0,6)Y/1!]
v(0.6,2) = [€96(0,6)%/2']
v(0.6,3) = [€96(0,6)3/3!]
v(0.6,4) = [96(0,6)¥/41]
v(0.6,5) = [96(0,6)5/5!]

-
 Contiflos Time Markov Chain

Solugdo Transiente (exemplo)

>

t0.18.51 I 10 20 |50 [100
kel 517 11 1171521 911 16313671693
Para =

rNI(O.1)=ZSn=0 v(0.6,n) TI(n) , ne{1,2,3,4,5}

-

Cmme uma DTMC, contudo também
considere um*tempo de permanéncia (no
dominio continuo: ), em cada estado
da DTMC, com distribuicao e densidade

Este modelo € denominado SMC.
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\ SemisMarkoviah Chain (SMC)
SM&%ra,ctirizada por:

-
matriz de probabilidade de 1 passo (P),
vetor de probabilidade inicial ( )e

o vetor de distribuicdes de permanéncia nos
estados ( )

\ SemisMarkoviah Chain (SMC)
WO Estaciondria

Encontre @ solucao estacionaria para DTMC
emb@a?caracterizada por P):

Calcule o tempo médio de permanéncia (h,)
em cada estado i:

| SemigMarkovian Chain (SMC)
Solugéo Estacionaria

Exemplb

S

Tempo médio de permanéncia

_ SemjigMarkovian Chain (SMC)

retacao
Em cada instante em que ocorrem
mudancas'de estados, a SMC tem
comportamento igual ao da correspondente
DTMC (comportamento descrito por P) e é
independente do passado.
Quando se alcanga um estado i, um tempo
distribuido conforme deve se passar
para que ocorra nova transicdo entre
estados.

_ SemigMarkovian Chain (SMC)

Soluggo Estacionéria

A proba‘b@ade de estado estacionario da
SMC é obtida por:

Em muitas aplicagoes, h, é fornecido
diretamente.

Solucdo transiente € mais sofisticada.

\ SemisMarkoviah Chain (SMC)

Soluggo Estacionéria

Exemplo:

e
e
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.-
 Se rkovian Chain (SMC)
Solugdo Estacionaria

Exemplo:

B
o @)

m= (wixh) VieS
(ijgs 0)]- X h])

_ Redes com Prioridade

Definig&o:

i

mapeamento de que
I representam os arcos
- inibidores

definidos como
usualmente.

prioridade.

Marcagao inicial -

-
_ Redes com Prioridade
=N

>

-
-
o o o o

P ™2 th (&) il p4 \

Remocao da Confusdao
Ty = T
'ﬂ:h,ni,ﬁj > ﬂ:k

€ a fungdo de

- it é uma funcdo que
mapeia as transicdes niveis de

. >
 Se rkovian Chain (SMC)

Solugdo Estacionaria

Exemplo:

B
o @)

-
_ Redes com Prioridade

=(P"

>

-
oo o o

P I th 3

-ECS = {t;,ty bt}

ho ot

-
_ yRedes Estocasticas

Definigdo: @ o conjunto de lugares,
0 conjunto de transigGes,
€ a fungdo de
mapeamento de que
representam as pré-condicoes,
€ a funcdo de
mapeamento de que
representam as pos-condigdes
* (ou \ é
uma fungdo que associa taxas de
distribuicao exponencial as
transicoes

Marcacao inicial -
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‘es Estocésticas

€ 0 conjunto de lugares,
0 conjunto de transigdes,
€ a fungdo de

mapeamento de que
representam ES pre condigOes,

€ a funcdo de
mapeamento de que
representam as pos-condigdes

€ a fungdo de
mapeamento de que
representam os arcos inibidores

ou é
uma fungao que associa taxas de
distribuicdo exponencial as
transigdes

Marcagao inicial -

JRedes Estocasticas

Semantica de Disparo de Transicdao
Lsigéot é se estiver habilitada
Regras de ha I'bbllltagao
Mt > M(pi) = I(pi, t;)
Y pi eP

Transigoes com disparam primeiro (
Enabling memory, resampling, age memory
Regras de disparo

Se M[t >M’
M(pl) MO(pi) - I(pi, §)+O(pi, §}), V pi P

JRedes Estocasticas

%ﬁo: Grafo de Marcagdes
SP = ITILOIWIMO)

| t4\

" @
=y /
@

JRedes Estocasticas

S TIOWMO)

W't T Rt U {0}
®:

!

Grafo de Marcagoes
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- ‘es Estocasticas

Definicdo: Grafo de Marcacdes
3 ITII.I_OIWIMO)

Wi T="u {0} L M
Pley: ;
s?'tl\\ \
A \

\

1N\

M1 ) \
t3

t3

- ‘es Estocasticas

Wéo: Grafo de Marcagoes
S ITII.I_OIWIMO)

- ‘es Estocasticas

Definicdo: Grafo de Marcacdes
3 ITII.I_OIWIMO)

W:T—RtU {0} ) MO
= 2 Ny
. s?%\ M1 /
\ l

M2 !

- ‘es Estocasticas

Definicdo: Grafo de Marcacdes
3 ITII.I_OIWIMO)
W T—"9U {0}

o

|

- ‘es Estocasticas

Wéo: Grafo de Marcagoes
S ITIIIOIWIMO)

W:T— Rt U {0} @MO
e t2

(EL /
\ t1 @“4

\
\ .
BN

t3
M2
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yRedes Estocésticas

E |, @ CTMC associada a uma SPN é
obtida da seg.umte EREIEE

O espaga de estados
reachability set

corresponde ao
da rede marcada

As de cada estado s, (corresponde a
marcagao ) para cada estado s. (M.) s3o obtidas
pela associadas as

que estao habilitadas em M. e cujo
disparo a

R desEstocastlcas

‘farallza'da (GSPN)

definidos como usualmente.

€ a fungdo de
mapeamento de que representam
0S arcos inibidores

se t for temporizada
se t for imediata

ou é
uma fungdo que associa
as
e

usados na computacao das
probabilidades de disparo das

Marcacao inicial -

R desEstocastlcas
‘farallza'da (GSPN)

Reachability Set

— Vanishing set:
Marcagoes em que as
transicGes disparaveis
sao imediatas.
— Tangible set:
Marcagles onde as
transicdes habilitadas
sao temporizadas.

-

yRedes Estocésticas

Asslimindo-se qlie todas as transigdes operam em Single
S%mantics (SS) e taxas (rates) independentes da
marcagao, tem-se:
)
-

onde gerador infinitesimal (matriz de taxas)

€ a taxa de disparo de

= {& It e e(M)) A M[t>M; }€ o conjunto de transigGes
que estdo hablitadas em M; e cujo disparo levam a M;.
conjunto de transigoes habllltadas em M.

oy :
' ralizada (GSPN)
Semé‘n&:sﬁaro de Transicdo

s Estocasticas

Regras de habilitagdo
’ M(pl) >=I(pi, t])
. pi eP
Uma transu.;ao‘e
Transigdes.com
Transigoes

se estiver habilitada
disparam primeiro ( )]
disparam com

Diferentes podem ser associados as

i com
associada de acordo com o a cada

uma.
Enabling memory, resampling, age memory
Regras de disparo
Se M[t >M’
M (pl) MO(pi) - I(pi, t;)+O(pi, t;), Vv pi P

‘farallza'da (GSPN)

Grafo de Marcagbes

Vanishing
marking
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R Estocasticas
@eneralizada (GSPN)

P{tkl m]} (’)k/q]
0= 2k e e(Mi)
w, € a taxa de disparo de t,.

e(M;) conjunto de transicdes
habilitadas em M;.

Quando a marcagao é
vanishing, o, € um peso
(transicdo imediata).

Quando a marcagao é
tangible, o, é a taxa.

R Estocasticas

. (Generalizada (GSPN)

Quanwrsas transicdes Quando transu;oes de um

imediatas estdo tinico ECS sdo as Unicas
m uma

:f]et?sﬂlr::dniaﬁagao v

(vanishing), decidir qual P{tilm;} = o/w(m)

transicdo dispara s6 faz  Wk(M) = 2 < tecsitio » ein @

sentido quando na

presenca de conflito. Os pesos podem ser diferentes
em diferentes marcagoes,
mas a relagao entre estes
pesos é constante (sem
confusdo)

R Estocasticas

‘ ralizada (GSPN)

Grafo de Marcagoes

Vanishing
pl ¢ 4 b
p marking
y 3

( tl l w
\ p2

‘ o
\+pz
t4 \h
Al

R Estocasticas

 @eneralizada (GSPN)

QuanWrsas transicdes Assumindo a auséncia de

imediatas est3 confusao, o calculo do
habllltada %ma ECS consiste em

mea marcagao particionar as transigdes
(vanishing), decidir qual imediatas em conjuntos
transicao dispara s6 faz ERSES aS transicdo de
sentido quando na cada conjunto possam
presenca de conflito. e coantho.
Contudo, transigoes de
diferentes ECS sao
concorrente.

, R Estocasticas
_ Generalizada (GSPN)
= - Reachability Set

/% pl °
( R , — Vanishing set:
Marcagoes em que as
transicGes disparaveis
sao imediatas.
— Tangible set:
MarcagOes onde as

transicdes habilitadas
sao temporizadas.

JRedes Estocasticas

%rantir a existéncia de probabilidade
o naria, a rede deve ser:

‘hounded)
oo

(deadlock-free)

Probabilidade estacionaria de uma marcacdo
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_ JRedes Estocésticas _ wRedes Estocasticas
Wes Transientes %‘; a probabilidade de se

L disparar gm e
- 1)

Uma solugao formal para o sistema acima é:
€ a taxa associada a transicao t através
da

'. , '. ’
~ JRedes Estocasticas ~ JRedes Estocasticas

Dadas a probabilidade de se disparar y 3
emiig Flempo de permanéncia numa marcagdo

P e 4 J

Extended Confiict Set
0 peso associado a transigao t, na marcagao

Caso haja mais de uma transicao imediata, de diferentes i ; s 3
ECS, habilitadas em uma marcagao M, ndo importa a d3 . T - -/ca0 L atraves
ordem de disparo, desde que a rede seja livre de
confusao.

' ﬁes Estocasticas g m'es Estocasticas

Proﬂade que um NUmero esperado de Thl' 0ughput rate de uma

lugar"“tenha s marcas no lugar tr nsigé.g temporizada

- -

€ a probabilidade estacionaria de
o 2 uma marcagao Vi que habilita
€ 0 nimero maximo de marcas

BRI gee conter ¢ a taxa associada a transicao
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* JRedes Estocasticas  JRedes Estocasticas

-eﬁpo médio de disparo de hFoughput rate de uma
lisqpsigéo sigz}g imediata
Gr

- S
Pode ser calculada de uma transigao

exponencial e a estrutura do modelo GSPN.
.

€ a probabilidade estacionaria de
uma marcagao Vi que habilita

€ a taxa associada a transicao tj e tk sdo as tinicas transigdes

| . de um ECS.
ay

* JRedes Estocasticas  yRedes Estocasticas

jttles’s law 7@5 médio'de espera em um lugar
. (ergddico) -
E[X]**t@manho médio da fila. 4
E[s] - Tempo médio de servico do

sistema. € 0 numero médio de marcas no lugar
\ - taxa de chegada throughput da transicdo

n Start_Senving and Does_Not_Enter
fusion between Starl_Serving and Does_N

=08 MARKING: 2(
5_Out_of_Senice + Client_Being_Served = NS MARKING: 1 (
Client_Cannot_Enter_the_Bank=NC MARKING: 75

Il places are covered by p-invariant ts.

[EXTENDED CONFLICT SET

[Priorty  immediate Transitions
1 Enter
o, o
1 Does_Not_Enter Start_Sening MARKING: 2 ( Serve
MARKING: 1 { Client ive_to_Bark Clienl_Cannot_Enter_the_Bank
[Removing temporary fles MARKING: 75 { Queue Queue_Capacly )
Structural Analysis finished Siphons finished




39| Amiving Time

Result Monitor,

splay  X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)

23100 (0%)

Client_Ariive_to_Bank
Client_Aniving

Client_Bzing_Served

Servers_available
Cliemt_Rativing Queue_Gapastty

Does_Not_Enter

Glient_Ganmot_Enter_the_Bank

AueTing 208 Numier_of_Clent n_the_Qusus =735973013
Work,_Slot_Time = 120 System_Time = 18.8035548
R e, Fraabi_of_lsse_sne_Sensr_nat_baing_sering
Waitng_Tims = 183523360
b bity_Clien_Dass_et_Ener_te_S3rk=00

Senice

es Estocasticas
‘ -

Result Monitor

Fle Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:03@ 1231100 (0%)

[ Number_of_Client_in_the_Queue ,System_Time ,Server_Availability ,Waiting_Time Pr... o &' BJ

Waiting_Time

Vector-Cache (0%)

012/3100 0%) |\

0.5 | Probability of at least ane server not being_serving

0.8

3 Amiving Time

Result Monitor
File Display XAxis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)

[T 123100 (0%)

[ Number_of_Client_in_the_Queue System_Time ,Probabilit_of_least_one_Server_not.. o [ [

914
65.3 | | Number_of Clients_in_the_Queue
9.2
73.1
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Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)

00:00:30@12/31/00 (0%)

7

793 | Number_of Servers

Result Monitor,

File

Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)

00:00:30@12/31/00 (0%)

[ Probabitity of at east one server not being serving

Number_of Servers

Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)

00:00:30@12/31/00 (0%)

Result Monitor,
Flle Display X-Axis Y-Axis Window

Vector-Cache (0%)
00:00:30@12/31/00 (0%)

5] Number_of_Client_in_the_Oueue ,System_Time ,Probabilit_of_least_one_Server_not.. o° &' [

N
™

Number_of_Servers

Cliant_Anive_to_8ank Sewice
Statt_Sening

Client ! Glient_Being_Served

Glint_Aniving

NG =1

Sewers_Available
Client_Retriving

Daes_Not_Enter

Client_Canmet_Enter_the_Bank

Aniving_Time =05
Service_Time =4
Work_Slot_Time := 120
Resting_Time = 16

Number_of_Client_in_the_Queus =27 0358551
System_Time
Frobabilit_of_least_one_Sewer_not_being_serving = 01520771
Waiting_Time = 87585228
Frabability_Cliznt_Daes_Not_Enter_the_Bank=D0.0

~ JRedes Estocasticas

Exemplo — Sevidor Central

wasd LT us e PUT

think  TERM getCPU

g DIGE

usell SK wait DI SK

Do livro MODELLING WITH T
GENERALISED -
STOCHASTIC PETRINETS DI SKde
Marsan etal.
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3 ‘es Estocasticas
Apxim'ando Outras Distribuicdes

Va riéveiaSuRementares
Aproximacao por Fases

Para encontrar uma distribuicdo por fase
adequada para uma distribuicdo genérica, duas
atividades sao fundamentais:

Determinar o tipo de aproximacdo necessaria.
Encontrar os parametros numéricos da aproximacao.

- ‘es Estocasticas
Aproximacao por Fases
Ponto! rem considerados na escolha de uma
aproximaga‘lopor fases.
d : é importante

fazer com gue o numero de estados seja 0 menor
possivel.

: pode ser possivel obter uma
aproximagdo que gere excelentes resultados. No
entanto, pode nao ser facil a integragao no modelo
markoviano resultante.

~ yRedes Estocésticas
Apxirﬁagéo por Fases .ﬂ T

-
el

4

Generalizanéi'o para n fases iguais a

‘ l “/’ I .
=2 /7» Paramentros:n, A; Valor Esperado:
Y~ Variincia: (

3 ‘es Estocasticas
Apioximacao por Fases

Pontos a serem considerados na escolha de uma
aproximaefoﬁor fases.

: quanto mais
préximo for a distribuicao por fase da
distribuigao real, melhor.

Medidas de aproximacao:
— Moment matching

—Encontrar um pdf (ou cdf) que seguem a pdf real
numa determinada regido de interesse.

* JRedes Estocésticas

Apxirﬁagéo por Fases
Pontos a serem considerados na escolha de uma
aproximaefoﬁor fases.

: quanto mais parametros sejam
necessarios para especificar a aproximagdo, mais
dificil se torna para encontra-los.

A

| yRedes Estocésticas
Distr' uie”a'o Especificada (empirica)

Up

:
e

-
e
tl, Ay, =1/A

o g

Se up/op= 1 entdo uma transicdo exponencial é
suficiente. A;=1/up

41



des Estocasticas

Dlstrwao EspeCIﬁcada (empirica)
Up

o (e
—— A
ol 1o eje
e o 'ojo-o
Se up/op=x#1,xe Z
v= (Up/Op)?= X2, A= Y/up = X2/up

‘es Estocasticas
Dlstrwao EspeCIﬁcada (empirica)

Op
S .+
U= Tl (pas@esta Hiperexponencial)
oy = [sqrt (2= Ay /{
o«

Se pp/op< 1 (c=0p/up>1)
= 202/ (up2+0pd), F=1-r tl XEI

M = 2up/(up*t+op?),

des Estocasticas
Dlstrwao Especificada (empirica)

.

U= Tl (p“englperexponenmal)
oy = [sqrt (2 =5V Ay
Se pp/op< 1 (c=op/up>1)

ry = 2up%/(up*+0p?), =11

M = 2up/(up*t+op?),

des Estocasticas

Apxirﬁagéo por Fases

a( &
-

Paramentros:
Valor Esperado:
Variancia:

des Estocasticas
Distr' uie’?\'o Especificada (empirica)

Se up/op> 1 e Up/op & Z

(Mp/op)? -1 <7 < (up/op)?
Ay =1/ py = pp + sqrt(y(y+1) op? - wp?)/(v+1)
A = 1/1, pp = Wp  sart(y(y+1) op? - wp?)/(v+1)

des Estocasticas

Distribuicao Deterministica

. .
Aproxima-se, fazendo-se
= 7 torna-se grande.

pequeno

-0 0je o

Se up/op= x££ 1, x € Z (c=0p/ up<1)
Y=le A= XZ/“D
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< des Estocasticas

Distr' uiéo de Cox
Cox gen u gidéia de composicao de fase exponenciais

ides p sdo taxas (diferentemente
dos anteriores)

- Nestes slides p, e W, sdo taxas (diferentemente
- - .~ stes slides g € L, S s
Dlstrwao de Cox dos anteriores)

Simplific em dois casos particulares:

Mz
w2 +api(2-a)
R
12 +apf(2 —a)
(2 +ap )

var (X)) =

& =

CPUsdle
mageC P

think  TERM GECPT weCPU CPU

FE SIS

Do livro MODELLING WITH e DISK ] wadDISE

DISKidle

f T
 JRedes Estocasticas
Dilicio deCox
Simplific em.gpis casos particulares:

= Caso CVXs’

X= —
2
“x

bt b= b) -

n
ktbk - Db -k +k-2)
ut ' =
g2 k=G0 B k=)
T + k(L= B2 e B B D) T das fases

var (X) =
2(/-& + 1;(’77 1)

< des Estocasticas

xemplo — Sevidor Central

CPdle

wa PLT useC L

think  TERM getCPU

g DISK

usell SK wait DI SK

Do livio MODELLING WITH T
GENERALISED -
STOCHASTIC PETRINETS DI SKde
Marsan etal.

- Mf)dd) Politicas de Memoria

ﬁg com 3 Fases

= .

Peontrol

_ e+ (k= 2) - ET A Dk
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_ Modeléifido Politicas de Memria

Conflito entre Erlang com 3 fases e
exponencial

Pin

T T : VE e
M 1 n M 2 mpz M 3 /)Pm
LJ p LF
DPeontrol

T

_ Modeléifido Politicas de Memria

WIto com politica Age Memory

Peontrol

Modelando Politicas de Memoria
D com politica £nabling Memory

Py

remones Pt [} relcasecPr

-

N LI T

| s b |
| |

o9 tete
crUde
waitC P

2| e per oo

2 ; | ehaa,
shink  TERM geerr L
po

DISK  weeDI SK 5ot DISK

I
| IS weast DI SE

ELI RS !

Feorarat

_ Modeléifido Politicas de Memria

Wg com 3 fases com interrupgao

Peontrol

_ Modeléifido Politicas de Memria

WIto com politica £nabling Memory

lando Politicas de Memdria
D com politica Enabling Memory

44



SPN — Deterministic and
Wi Stoctastic PV

f|n|gao
(E,T,I,O,H,H,MO,D,W) - Marsan,Chiola 1987
€ o0 conjunto de lugares,

denotam fungoes (vetores de fungodes) de
entrada, saidas e de inibigdo que mapeiam transigbes
em multi-conjuntos de lugares:
Vpee P, Ve T
VpeP VeT
VpeP VeT

€ marcacdo inicial,

SPN — Deterministic and
W Stochastic PN

@Ii(f- G‘”

Tim =0
Texp={t3lt4}
Toer={t}

SPN — Extended Deterministic
W and Stochastic PN

WN = (P, T,I,O,H,I1,M,,D,W)
My atribui
um.tempo médio as transigdes
estocasticas e um tempo constante as
transicoes deterministicas,

atribui um peso
as transicoes imeditadas.

SPN — Deterministic and
W Stochastic PN

PN = (P,T,I,0,H,IT1,M,,D,W)
D atribui um tempo
médio asﬁ'ansm;oes estocasticas e um
temp@ constante as transicdes
deterministicas,
atribui um peso as

transicoes imeditadas.

Toee =9

Embora seja possivel a analise de modelos com mais de uma
transigdo deterministica simultaneamente habilitadas, as
ferramentas, normalmente, somente implementam métodos que
considerem apenas uma transigdo deterministica habilitada por

marcacin

EDSPN' - Extended Deterministic
W and Stochastic PN

finEéo
=£PITIIIOIHIHIMOI DIW) 1

€ o0 conjunto de lugares,

denotam funcoes (vetores de fungdes) de
entrada, saidas e de inibigdo que mapeiam transigbes
em multi-conjuntos de lugares:
VpeP VeT
VpeP, VEeT
VpeP VeT

€ marcacdo inicial,

SPN — Extended Deterministic
W and Stochastic PN
@'plo:
e » ; t,

D P3
o @
s

A

1254

-

Modelo em EDSPN para limpar p,

Modelo em DSPN para limpar p,.  (@rcos dependentes de marcagdo).
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'. SEDSPN — Extended Deterministic '. -~ 4
" W and Stochastic PN _ yRedes Estocasticas

Tempos dependentes da carga "Consideragdes

Redes de Petri estocasticas sao uma representacdo
compacta de alto nivel das CTMC

Equivaléncia com CTMC
Andlise quantitativa
Andlise qualitativa

Modelagem de sistemas concorrentes, nao-
deterministicos e assincronos. Modelagem de
sincronismo, escolha, mutua exclus3do etc

-
_ JRedes Estocésticas
fAlgumas Referéncias:

Modelling with Generalized Stochastic Petri Nets,
A. Marsan et al, John Wiley & Sons, 1995.

Performance Modelling with Deterministic and
Stochastic Petri Nets, C. Lindermann, John Wiley &
Sons, 1998.

http://www.daimi.au.dk/PetriNets




