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Introducdo

o Estatistica trabalha com incertezas;

@ E necessario estimar:

e Namero de pessoas procurando emprego;
e Indice Bovespa diario;

o Carga submetida ao sistema em determinados horéarios.
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Introducdo

@ Obedecendo-se a distribuicio de probabilidade é possivel obter, por
intermédio de transformacdes, valores para as variaveis aleatdrias.

@ Particularmente atil para simulacdes em sistemas.
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Introducdo

@ Independentemente da distribuicdo, o processo de geracdo é sempre
dividido em trés partes:

Gerar um ou

mais niimeros Transformagcéo Retornar X ~
aleatdrios, (depende da Dlstrl'buu;.ao
uniformemente ————* distribuig&o desejada
distribuidos desejada)

entre 0 e 1.
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Geracdo de nimeros aleatérios

@ O primeiro passo para gerar uma variavel aleatéria é gerar nimeros
aleatérios uniformemente distribuidos entre 0 e 1

@ A maioria das linguagens de programacdo possuem uma funcdo rand()
que retorna um niamero aleatério entre 0 e 1

@ A sequéncia gerada é caracterizada por um nimero denominado
semente, que deve ser definido a priori
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Geracdo de nimeros aleatérios

@ Gerar valores uniformes entre 0 e 1.
o Submete-se uma semente a um transformacio ciclica.

@ Exemplo:

Xp = (5xpn—1 + 1) mod 16
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Geracdo de nimeros aleatérios

X, = (5X,1 + 1) mod 16

32 primeiros niumeros
10, 3,0, 1, 6, 15, 12, 13
X, =5 10,3, 0, 1, 6, 15, 12, 13

,2,11,8,9,14,7,4,5
,2,11,8,9,14,7,4,5

Dividir por 16

0.6250, 0.1875, 0.0000, 0.0625, 0.3750, 0.9375, 0.7500, 0.8125, 0.1250, 0.6875, 0.5000, 0.5625,
0.8750, 0.4375, 0.2500, 0.3125, 0.6250, 0.1875, 0.0000, 0.0625, 0.3750, 0.9375, 0.7500, 0.8125,
0.1250, 0.6875, 0.5000, 0.5625, 0.8750, 0.4375, 0.2500, 0.3125.

|

Nameros pseudo-aleatorios
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Utilizando softwares de estatistica

@ N3o reinvente a roda, geradores de nimeros aleatérios sdo fornecidos
pelos softwares de estatistica mais utilizados
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Alguns exemplos:
e Uniforme: runif(n, min=0, max=1)
e Normal: rnorm(n, mean=0, sd=1)
e Exponencial: rexp(n, rate=1)

Console -/
> rnorn(100, 10, 1)

=

[1] 9.744720 9.495892 9.409301 9.450441 10.476732 11.568990 9.687061 9.794956 10.557614
[10] 10.191142 9.954670 10.671792 11.107222 11.270932 9.973668 10.015046 B.012956 9.488550
[19] 10.693954 10.861325 9.148016 9.679518 10.803631 10.097004 7.998736 10.115915 9.958896

[28
[37
[46
[55

10.058196 9.413176 10.393964 9.508182 11,302813 8.825665 10.496673 10.018716 9.312772
10.785604 10.346448 9.619381 10.237415 8,123532 11.419877 9.933029 8.117339 9.681594
8.820324 9.147330 10.158316 10.151577 8.686367 6.923516 9.963983 9.814120 10.939231
9.003283 8.501021 B8.795137 11.990907 7.039475 9.321258 9.170965 9.577936 10.434104

[64] 9.956789 8.800380 10.906716 9.694387 11.243990 9.467445 10.032502 9.232671 7.274910

[7
[82

[100

9.821092

@ Lista de distribuicdes disponiveis:

] 16.194464 B8.217640 10.754139 11.002639 11.066049 10.224467 9.638626 8.780690 10.415295

] 9.628247 9.276653 8.621708 9.032095 10.781312 10.406845 10.746497 10.532482 10.532831
[91] 10.120953 10.544423 9.636733 8.934489 9.911907 10.685453 9.858285 10.436472 11.414764

1

e http://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/library/stats/html/

Uniform.html

e http://en.wikibooks.org/wiki/R_Programming/Probability_

Distributions
o Distribuicdes Phase-Type -
http://www.louisaslett.com/PhaseType/
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Mercury
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Utilizando softwares de estatistica

@ Ter pacotes de software 3 disposicdo € bom, mas...

o E se quiséssemos gerar uma distribuicdo que n3o estivesse
implementada no R ou Minitab?

o E se quiséssemos gerar uma distribuicdo em uma linguagem de
programacdo como Java ou C?

o E se estivéssemos utilizando um pacote de simulacdo (NS-2,
Omnet++, TimeNet, etc.), que ndo implementa a distribuicdo que a
gente quer?
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Utilizando softwares de estatistica

o E preciso conhecer técnicas de geracdo de variaveis aleatdrias

@ Conhecer todas as principais técnicas é importante, tendo em vista
que n3o existe uma técnica que consiga gerar todas as distribuicBes de
forma eficiente

@ As técnicas que serdo apresentadas aqui s3o:

Transformacio inversa

Aceitacdo-Rejeicdo

Composicio

Convolucio

Caracterizacio
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Método da transformacdo inversa

@ Seja X uma variavel aleatéria com funcdo de distribuicdo acumulada
F. Definimos F~! como a funcdo

FHy) =inf{x:F(x) >y}, 0<y <1.
@ Seja U ~ U(0,1). A cdf da transformada inversa F~1(U) é dada por
P(FH(U) < x) = P(U < F(X)) = F(x)
@ Portanto, para gerar a varidvel X, dado uma variavel aleatéria
U ~ U(0,1) e sua cdf inversa F~!, aplicamos o seguinte algoritmo:

© Generate U ~ U(0,1)
@ Return X = F~1(U)
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Método da transformacdo inversa

O método pode ser visualizado através do seguinte grafico:

F(x)
1
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Método da transformacdo inversa

@ Exemplo: gerando uma variavel aleatéria exponencial

o F(x)=1- ¢, parax >0e F(x) =0, caso contrario
o Fl(x)=5tInU

Usando o R:
> U = I’Uﬂlf( 1000 ) Histogram of X
> X = (-1/10) * log(V) 8
> hist(X) 8
> &

. 4‘1—&—1—

0‘0 0?2 o‘4 0‘6
X
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Método da transformacdo inversa

e Este método exige que a fungdo de distribuicdo acumulada (cdf) F
exista numa forma que a func3o inversa correspondente F~1 possa ser
encontrada analiticamente ou algoritmicamente

@ Algumas funcdes cujo método é aplicavel sdo: exponencial, uniforme,
Weibull, logistic, Cauchy

o Entretanto, para muitas outras distribuicdes de probabilidade, & ou
impossivel ou dificil encontrar a transformada inversa, ou seja, resolver

F(x) :/X f(t)dt =u

—inf

com respeito a X.
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Método da transformacdo inversa

TABLE 28.1 Applications of the Inverse-Transform

Technique
Distribution ~ CDF F(x) Inverse
Exponential 1~ e"é‘_’_ o —aIn)
Extreme value 1-—e™¢ a+blnlnu
Geometric 1-(1-p) In(u)
In(1- p)

xr 1 1
e -y #-ti(z-1)
Pareto lox—* 1/ul/
Weibull 1 -/ a(lnu)'/®
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Método da transformacdo inversa

3% WolframAIpha

Podemos calcular a funcio inversa de uma determinada func3o com a
ajuda do WolframAlpha (ou Mathematica):

| find the inverse function of f(x, lambda)=1 - e~(x*-lambda)

& -0-8-%

Input interpratation:

inverse funetion  fx, ) = 1-¢*-V"
QIR AG <
Result:

Flg = - 210
A

logtx) is the natural logarithm »

Computed by Wo

e us your faedback:

Danilo Oliveira, Matheus Torquato ()

5 de setembro de 2012

26 / 72



Método da transformacdo inversa

@ Outro exemplo: a distribuicdo Weibull

@ Propriedades:
o pdf - f(x) = %(f)k_le‘(x/k)k, para x >0
o cdf - P(X > x) =1— e~ (/N
o funcdo da taxa de falha - h(t) = Z(5)7 1
o cdf inversa - F71(x) = %

@ O parametro k € denominado shape (forma) e o A é denominado scale
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Método da transformacdo inversa

@ Se uma quantidade x € um “Tempo até a falha” de algum dispositivo
ou componente de um sistema, a distribuicio Weibull representa uma
distribuicdo para a qual a taxa de falha € proporcional a uma poténcia
do tempo.

@ A variacio da taxa de falha é determinada pelo parametro k, da forma
descrita a seguir:

e K < 1 indica que a taxa de falha diminui com o passar do tempo

e k =1 indica que a taxa de falha é constante com o passar do tempo, o
que sugere que as falhas s3o causadas por agentes externos ao sistema

e k > 1 indica que a taxa de falha aumenta com o passar do tempo,
devido a algum processo de envelhencimento do componente
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Método da transformacdo inversa

Implementacio em R:

weibullgenerator = function(n, shape, scale){
U = runif(n);

return( (scale) * ((-log(U)) * (1/shape)) );
}

x1 = weibullgenerator(le4, 3, 1);

dl = density(x1);

plot(d1, col="blue");

x2 = rweibull(n=1e4, shape=3, scale=1);
d2 = density(x2);

lines(d2, col="red");
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Método da transformacdo inversa

Implementacio em R:

density.default(x = x1)

0.0 05 1.0 15 20

N=10000 Bandwidth =0.04647
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Método da transformacdo inversa

Entendendo o método da transformacio inversa:

it

F(x) 015

10 REENEE TSRS Sttt e s et G T T R Sl

098

093
0.10

030 00

025

1 L = 2
0 26801 55 10 115 149 x : L iy
(@ 0 5 10 15
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Método da transformacdo inversa

O algoritmo em acgdo:

Fx) fix)
1 0.15
i
0.0
0.05
.
15 x .
o 5 10 15 x
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Método da transformacdo inversa

@ O método também pode ser usado para gerar variaveis aleatérias
discretas:
o Gere U~ U(0,1)
e Encontre o menor inteiro positivo k tal que F(x;) > U, e retorne

X = Xk
F(z) A
N —
1 :
}Ps
._E
P4
U foommmmmemmn e >
Pa{’ ;
paf: :
— !
atl ¥
z1 T2 T3 X Ts z
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Método da transformacdo inversa

Exemplo:
Considere a seguinte distribuicdo discreta:

x | 1] 23] 4 [ 5
f(x) |02 0301005035

A seguir, o cédigo que implementa o método em R:

(0.2, 0.3, 0.1,

0.05, 0.3
cumsum( c(0.2, 0.3, 0.1, 0.

P
A

U = runif(1000)

x = rep(1:1000)
for(i in 1:1000){
index = 1;

while(U[1] > F[index]){
index = index+1;

}

x[i] = index;

hist(x)
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Método da transformacdo inversa

Histogram of x

Frequency

50 100 150 200 250 300 350

B
1

0
L
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Método da composicdo

@ A técnica é utilizada quando a funcdo de distribuicdo acumulada pode
ser expressa como soma ponderada de outras.

o Comumente utilizada quando a transformacio inversa é dificil ou lenta.
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Método da composicdo

@ Suponhamos que é possivel encontrar uma funcio de distribuicio
acumulada(cdf) F(x) que satisfaca:
] F(X) = pl.Fl(X) + pg.Fz(X) + ...
@ pi,po,... s30 os pesos de cada cdf.
o Fi(x), Fa(x), ... sdo as cdfs componentes de F(x)
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Método da composicdo

@ Gerar um nimero aleatdrio que
] P(I = I) = Pi
o Utiliza-se a i-ésima funcdo de densidade de probabilidade para gerar o
valor para a variavel aleatéria.
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Método da composicdo

Symmetric triangular distribution on [-1, +1]:

x+1 f-1=x<0 area=1/2 M] area=1/2
Density: f(x)=1—-x+1 £0=x<+1
0 otherwise -1 0 +1 x
CDEF:
0 if x<-1 1
$/24x+1/2 if-15x<0 12
F(x)=4 .
—x/2+x+1/2 f0<x=+1 -1 0 +1 X
1 if x>+1
Inverse transform:
9:"2 / . - h
U:F(X):{X / +X+1 2. g‘b W[
—X2+X+1/2£U21/2

Jar-1 o fU<1/2
1-.20-0)  U21/2
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Método da composicdo

1 fxed
Composition: Define indicator function for the set 4 as 1 A(x):{[) " * 4
X ¢
flx) = (x + DIy gp() + (=x+ M, y(x)
= 0._,-_5,{2(1 + 1)1[71,0](1}} + U_:_S‘{Z(—x + I)I[n,n](x)}
m Silx) 2 Jaix)
-1 0 +1 x -1 0 +1x
F(x)=x"+2x+1 E(x)=—x"+2x
FU)=+U -1 Fl'uy=1-J1-U
Composition algorithm:
1. Generate Uy, Uz ~ U(0,1) independently
2. If U} < 172, retun X = JU, -1 (Can eliminate

Otherwise, return X =1-./1-U, \/_ )

Danilo Oliveira, Matheus Torquato () 5 de setembro de 2012
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Método da composicdo

N = 10000
U1 = runif(n) density.default(x = X)
U_2 = runif(N) o _
X = rep(1:N) -
for(i in 1:N){ 3
if(u_1[i] < 0.5)4{
X[i] = sqrt(u_2[i]) - 1
}else{ g —
X[1i] = 1 - sqre(1-u_2[i]) °
}
¥ =
d = density(X)
plot(d) 8
S
o |
s

N =100000 Bandwidth = 0.03682
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Método da convolucdo

@ Ideia semelhante & composicio.
@ No caso, é utilizado quando o valor de variavel aleatéria pode ser
obtido através da soma de outras variaveis aleatérias.

e x=y1+y2+..+yn

Danilo Oliveira, Matheus Torquato () 5 de setembro de 2012 44 [/ 72



Método da convolucdo

o Algoritmo

e Gerar n variaveis aleatoérias (y1, y2, y3, ...)
o Retornar a soma destes valores.
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Método da convolucdo

Symmetric triangular distribution on [-1, +1] (again):

x+1 f-1=x<0 1
Density: f(x)=1—x+1 f0=<x<+l1
0

otherwise ~1 0 +1 X

By simple conditional probability: If Uy, Uz ~ IID U(0,1), then Uy + Uz ~
symmetric triangular on [0, 2], so just shift left by 1:

X = U, +U, -1
= (U, -05)+U,-05)
e e,

1, ¥

2 Us, 2 adds; no compares, multiplies, or ‘/_ s—clearly beats inverse transform,
composition

Danilo Oliveira, Matheus Torquato ()
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Método da convolucdo

Exemplo anterior em R:

e X = (runif(1000000) - 0.5)
e Y = (runif(1000000) - 0.5)

e /=X+Y
e d = density(Z)
e plot(d)

density.default(x = Z)

T
-10 05 00 05 10

N=1000000 Bandwidth =0.02319
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Método da convolucdo

Distribuicdes que podem ser geradas através desse método:

e Erlang-k = Zf-;l Exp())
e Binomial(n,p) = >/, Bernoulli(p)
o Gere n x U(0,1) e retorne o niimero dos ge sdo menores que p

o Chi-square: x?(v) = >_r_; N(0,1)?
) F(a, bl) + F(a, b2) = F(a, b1 + bz)
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Método da aceitacdo-rejeicdo

o Este método é um dos mais Gteis para realizar amostragem de
distribuicdes genéricas. Ele consiste em encontrar uma fungdo g(x) tal
que exista cg(x) que domina a funcdo de densidade f(x), isto &,
cg(x) > f(x) para todos os valores de x

e O algoritmo € descrito a seguir:

© Escolha uma funcio de densidade g

@ Escolha uma constante c tal que f(x)/g(x) < ¢ para todo x
© Gere um niamero aleatério uniforme u

@ Gere um namero aleatério v a partir de g

@ Se c.u>f(v)/g(v), aceite e retorne v

@ Caso contrério, rejeite v e volte ao passo 3

Em outras palavras, gere X ~ g e aceite isso com probabilidade

F(X)/(Ce(X)).
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Método da aceitacdo-rejeicdo

Descricio visual do método:

25
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Método da aceitacdo-rejeicdo

Implementacio do método em R:

bccrejrnd = function(f, g, grnd, c, n) {
X = rep(0, n);

for (i in 0:n){
accept = FALSE;

while(! accept ){
u = runif(1);
v = grnd();

if( c*u <= f(v)/g(v) ){

X[1] = v;
accept = TRUE;

}

return (X);
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Método da aceitacdo-rejeicdo

Implementacdo do método em R (cont.):

#definindo as fun¢Bes usadas pelo método
T = function(x) x * exp(-(x"2)/2)

g = function(x) exp(-x)

grnd = function() rexp(1)

X = accrejrnd(f, g, grnd, 2.2, led)

#plotando a curva de densidade
d = density(X)
plot(d, col="blue")

#gerando a mesma variavel aleatdria
#com a funcdo do pacote VGAM
library("VGAN™")

Y = rrayleigh(1e4, 1)

d2 = density(Y)
lines(d2, col="red")
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Método da aceitacdo-rejeicdo

Resultados do script anterior:

density.default(x = X)

Density
03 04 05
L L

0.2

0.1

0.0
L

N =10000 Bandwidth = 0.09255
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Método da aceitacdo-rejeicdo

@ Variavel aleatéria gerada através de g deve ser simples, caso contrario
o método sera ineficiente

@ A eficiéncia do método depende de como a fungdo g(x) “envelopa” a
funcdo f(x). Quanto maior a area entre as funcdes, maior a
quantidade de valores rejeitados
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Sumario

© Método da caracterizacio
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Método da caracterizacao

o Caracteristicas especiais de algumas distribuicdes permitem que suas
varidveis sejam geradas usando algoritmos especialmente adaptados
para ela

o Exemplos de variaveis aleatérias que podem ser geradas com esta
técnica:

e Se o tempo entre chegadas de um processo é exponencialmente
distribuido com média 1/\, o namero de chegadas sobre um periodo T
tem uma distribuicdo de Poisson com pardmetro \T. Portanto, uma
variavel de Poisson pode ser obtida continuamente gerando variaveis
exponenciais até que sua soma exceda o periodo T, e retornando a
quantidade de variaveis geradas

o O a-ésimo menor nimero em uma sequéncia de a + b + 1 variaveis
uniformes U(0,1), possui uma distribuicdo beta(a,b)

o A razdo entre duas varidveis normal padrdo é uma variavel Cauchy(0, 1)

o Uma distribuicdo qui-quadrada com graus de liberdade par x?(v) € a
mesma que uma variadvel gamma (2, v/2)
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Método da caracterizacao

@ Exemplos de variaveis aleatérias que podem ser geradas com esta
técnica:
e Se x; e xp sdo duas variaveis gamma 7(a, b) e v(a, ¢),
respectivamente, a razdo xi/(x1 + x2) tem uma distribuicdo beta(b,c)
o Se X tem uma variavel normal padrdo, e#*7* & uma variavel
lognormal(y, o)
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Sumiario das técnicas

s Use o método da
transformagao inversa

CDF pode ser expressa como
oma ponderada de outras CDFs

" Use o método da
Sim:
compo:

A variavel pode ser expressa
como soma de outras variavei
aleatorias

sim—»| Use o método da convolugdo

Avariavel possui
propriedades que podem ser
usadas para gera-la

sim Use o método da
caracterizagio

Use 0 método da

iste fungdo g e constante ¢
que cg(x) >= f(x)

sim:
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Sumario

© Meétodo de Monte Carlo
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Método de Monte Carlo

@ Simulacdes estaticas ou que ndo variam o resultados conforme uma
base temporal sdo chamadas simulacdes de Monte Carlo. Esta técnica
é atil para modelar fenémenos probabilisticos que ndo variam com o
avanco do tempo.

@ A técnica se baseia na lei dos grandes niimeros para aproximar valores
esperados.

@ Monte Carlo é uma técnica utilizada para analizar propagacdo de
incertezas, cujo objetivo é determinar como variacdo aleatéria, falta de
conhecimento e erros afetam a sensitividade, desempenho ou
confiabilidade do sistema sendo modelado
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Método de Monte Carlo

O método de Monte Carlo pode ser implementado através do seguinte
algoritmo:

@ Crie um modelo paramétrico y = f(xi, x2,...Xq)

@ Gere um conjunto de parametros aleatérios xi, xo, ..., Xq

© Avalie 0 modelo e armazene o resultado como y;

O Repita os passos 2 e 3 para i = 1 até n (n consideravelmente grande)

O Analise os resultados utilizando resumos estatisticos, histogramas,
intervalos de confianca, etc.
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Método de Monte Carlo

Exemplo: Modelo de construcido de dobradicas

.
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Método de Monte Carlo

@ Queremos, através de um modelo de simulacdo, detectar a proporcio
de dobradicas defeituosas. Uma dobradica é defeituosa quando o valor
da folga: D — (A+ B + C) for menor que zero.

@ Podemos simular a montagem de uma dobradica selecionando valores
para A, B, C e D aleatoriamente a partir de uma distribuicio de
probabilidade. Suponha que os tamanhos A, B, C e D sigam uma
distribuicdo normal com os seguintes parametros:

Variavel | Média | Desvio padrio
A 2 0.05
B 2 0.05
C 30 0.5
D 345 0.5
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Método de Monte Carlo

n = 100000

A = rnorm(n, 2, 0.05)

B = rnorm(n, 2, 0.0%)

C = rnorm{n, 30, 0.5)

D = rnorm{n, 34.5, 0.5)

folga = D - (A+B+C)

#Valor esperado da folga
print(mean(folga))

#Proporcdo de pegas defeituosas
num_defeituosos = sum(folga < 0)
p = num_defeituosos/n

print(p)
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Sumario

@ Atividade pratica
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Atividade pratica

Considere um servidor de arquivos composto por uma CPU e dois discos,
representado pelo modelo da figura abaixo:

]

v
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Atividade pratica

Resumo de Anélise Operacional:

o T - tempo de observacio
@ K - nimero de recursos

@ B, - tempo total ocupado do recurso i durante o tempo de observacio
T

@ A; - nimero de requisicdes feitas para o recurso i durante o tempo T

@ (; - nimero de requisicdes completadas pelo recurso i durante o
tempo T

@ Ap, (o - indica nimero de requisicbes feitas e completadas pelo
sistema
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Atividade pratica

Resumo de Analise Operacional:

Si: tempo médio de servico do recurso it S; = B;/C;
U;: utilizagdo do recurso i: U; = B;/T

;- vazdo do recurso it Xj = C;/T

Xo: vazdo do sistema: Xo = Go/ T

e 6 o6 o
2
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Atividade pratica

Leis operacionais:
@ Lei da utilizacdo: U; = X; x §; = \; x §;
@ Lei do fluxo forcado: X; = V; x Xy
o Lei da demanda de servico: D;j = V; = 5; = Ui/ Xo
o Lei de Little: N=X xR
°

Lei do tempo de resposta interativo = R = - — Z
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Atividade pratica

Caracteristicas do servidor de banco de dados:
e 51 =0.02, 5 =0.32, 53 =0.24
o Vi=2 V=4 V3 =7
e T=1h
@ Ao = Xo = 0.5 req/sec
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Atividade pratica

Suponha que as condicdes do workload ndo mudem com o tempo, mas nao
sejam deterministicos. Considere que a partir de logs coletados, através de
testes de aderéncia, conseguimos aproximar os pardmetros anteriores pelas
seguintes distribuicdes:

e 51 ~ Norm(0.02,0.01)
e Sy ~ Norm(0.32,0.05)
e S3 ~ Norm(0.24,0.05)
e Vo ~ Geom(0.4)
e V3 ~ Geom(0.18)

Calcule o valor esperado da utilizacdo de cada recurso, faca um resumo
estatistico e gere intervalos de confian¢a para o = 0.05
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